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Ressourcenbedarf - Grol3enordnungen

 Prozesse verbrauchen u.a. zweil Ressourcen:
— Rechenzeit
— Speicherplatz

 Die folgenden GroBBenordnungen geben an, wie viel
Rechenzeit oder Speicherplatz verbraucht werden.
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Laufzeitanalyse (1)

o |. Ansatz: Direktes Messen der Laufzeit (z.B. in ms):

— Abhingig von vielen Parametern, wie Rechnerkonfiguration, Rechnerlast,
Compiler, Betriebssystem, ...

— Deshalb: kaum tibertragbar und ungenau

» 2. Ansatz: Zahlen der benotigten Elementaroperationen des
Algorithmus in Abhangigkeit von der Grof3e n der Eingabe

— Das algorithmische Verhalten wird als Funktion der bendtigten
Elementaroperationen dargestellt.

— Die Charakterisierung dieser elementaren Operationen ist abhiangig von der
jeweiligen Problemstellung und dem zugrunde liegenden Algorithmus.

— Beispiele fiir Elementaroperationen: Zuweisungen, Vergleiche,
arithmetische Operationen, Zeigerdereferenzierungen oder Arrayzugriffe
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Laufzeitanalyse (2)

— Das Mal fur die GroB3e n der Eingabe 1st abhiangig von der
Problemstellung, z.B.
* Suche eines Elementes in einer Liste: n = Anzahl der Elemente
e Multiplikation zweier Matrizen: n = Dimension der Matrizen
 Sortierung einer Liste von Zahlen: n = Anzahl der Zahlen
* Berechnung der k-ten Fibonacci-Zahl: n =k

— Laufzeit = benotigte Elementaroperationen bei einer
bestimmten Eingabelange n

Analog:

— Speicherplatz = benotigter Speicher bei emner bestimmten
Eingabeldange n
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Problem: Hardware-Abhangigkeit

» Laufzeit einzelner Elementar-Operation 1st abhdngig von
der eingesetzten Rechner-Hardware.

 Frithere Rechner (incl. heutige PDAs, Mobiltelefone...):
— ,,billig*: Fallunterscheidungen, Wiederholungen
— ,,mittel*“: Rechnen mit ganzen Zahlen (Multiplikation usw.)
— ,teuer”: Rechnen mit reellen Zahlen

* Heutige Rechner (incl. z.B. Spiele-Konsolen):
— ,,billig*: Rechnen mit reellen und ganzen Zahlen

— ,.teuer”’: Fallunterscheidungen
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Asymptotisches Laufzeitverhalten

e Kleine* Probleme (z.B. n=5) sind uninteressant:
Die Laufzeit des Programms 1st eher bestimmt durch die
Initialisierungskosten (Betriebssystem,
Programmiersprache etc.) als durch den Algorithmus
selbst.

* Interessanter:

— Wie verhalt sich der Algorithmen bei1 sehr grof3en
Problemgrof3en?

— Wie verandert sich die Laufzeit, wenn ich die Problemgrof3e
variiere (z.B. Verdopplung der Problemgrof3e)

=» asymptotisches Laufzeitverhalten
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Definition O-Notation

» Mit der O-Notation haben Informatiker einen Weg
gefunden, die asymptotische Komplexitat (bzgl. Laufzeit
oder Speicherplatzbedart) eines Algorithmus zu
charakterisieren.

e Definition O-Notation:

Seien f: N — N und s : N — N zwei1 Funktionen (s wie
Schranke).

Die Funktion 7 1st von der Grof3enordnung O(s),
geschrieben f e O(s), wenn es k € N und m € N gibt, so
dass gilt:

Firallen e Nmitn >m st f (n) < k * s(n).
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Bemerkungen zur O-Notation

* k 1st unabhingig von n:
k muss dieselbe Konstante sein, die fiir alle n € N
garantiert, dass f (n) < k * s(n).

 Existiert KEINE solche Konstante £, 1st f nicht von der
GroBenordnung O(s).

* O(s) bezeichnet die Menge aller Funktionen, die
beziiglich s die Eigenschaft aus der Definition haben.

* Man findet in der Literatur haufig /= O(s) statt f € O(s).
Da f nicht gleichzeitig Element von O(s) und gleich zu
O(s) sein kann, 1st das 1rrefiihrend.
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Rechnen mit der O-Notation

 Elimination von Konstanten:
— 2-n € O(n)
— n/2+1 € O(n)
* Bei einer Summe zahlt nur der am starksten wachsende
Summand (mit dem hochsten Exponenten):
— 23+ 5n%+ 10n + 20 € O(n?)
— 0(1) € O(log n) € O(n) < O(n log n)
cOn?) c o)< ...c 02"
« Beachte: 1000 72 ist nach diesem Leistungsmal} immer
,besser als 0,001 »3, auch wenn das m, ab dem die

O(n?)-Funktion unter der O(n?)-Funktion verlauft, sehr
grof3 1st (m=1 Million)
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Wichtige Klassen von Funktionen

(1)

Sprechweise Typische Algorithmen / Operationen
O(1) konstant Addition, Vergleichsoperationen, rekursiver
Aufruf, ...
O(log n) logarithmisch Suchen auf einer sortierten Menge
O(n) linear Bearbeiten jedes Elementes einer Menge
O(n - log n) gute Sortierverfahren
O(n - log? n)
O(n?) quadratisch primitive Sortierverfahren
O(n%), k>2 polynomiell
o2 exponentiell Ausprobieren von Kombinationen
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Wichtige Klassen von Funktionen

(2)

* Die O-Notation hilft
insbesondere bei der
Beurteilung, ob ein
Algorithmus fiir grof3es n
noch geeignet 1st bzw.
erlaubt einen Effizienz-
Vergleich zwischen
verschiedenen Algorithmen
fiir grof3e n.

o Schlechtere als
polynomielle Laufzeit gilt
als nicht effizient.
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Beispiel: Laufzeitanalyse Fakultatsfunktion

epublic static void fak(int n) {
iInt result =1 ;
for (Iint 1=1 ; 1I<=n ; 1++)

result *= 1 ;
return result ;

¥

* Fiir die Laufzeit T, von fak gilt:
Tfak(n) = O(Vl)
* Begriindung: Die Schleife wird » mal ausgefiihrt.
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Grof3ter gemeinsamer Teller

* Der grofite gemeinsame Teiler (ggT) zweiler natiirlicher
Zahlen a und b 1st die grofite natiirliche Zahl, durch die
sowohl a als auch b teilbar (d.h. ohne Rest dividierbar)
ist.

* Die Notation tja wird verwendet, um auszudriicken, dass
t emn Teiler von a 1st (d.h. es gibtein kA € Nmita =t * k).

* [st t gemeinsamer Teiler von a und b, schreibe tja und
tb.
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Primfaktorzerlegung

* Der ggT von zwel natiirlichen Zahlen a und 5 kann leicht
aus der Primfaktorzerlegung von a und b6 ermaittelt
werden.

 Er 1st das Produkt aller p” mut:

— die Primzahl p kommt in jeder der beiden Zerlegungen
(einmal) vor, einmal mit Exponent 7, einmal mit Exponent 7,,.

— n 1st das Minimum von 7, und n,.

* Die Zerlegung einer natiirlicher Zahl in Primfaktoren 1st
eine zeitaufwendige Aufgabe, so dass dieser Ansatz zur
Berechnung des ggT zweier natiirlicher Zahlen ziemlich
ineffizient ist.
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Effizienter Ansatz zur Berechnung des ggT
zweler naturlicher Zahlen

Satz:
Seiena € Nund b € N mit a > b.
Se1 7 der Rest der Ganzzahldivision von a durch b

(dh.a=((b*c)+rfiremc e N). Se1¢f € N.

tla und #|b genau dann, wenn ¢|b und ¢|r.

 Daraus folgt, dass der gg7(a, b) zweier natiirlicher
Zahlenaund bmita>bund a=b * ¢ + r gleich dem
gg1(b, r) von b und r 1st.
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Bewels: Notwendige Bedingung
(von links nach rechts ,,=>*

* Seien q, b, c und r wie 1m Satz definiert.
» Se1 angenommen, dass #|a und #|b.

« Zu zeigen 1st, dass #|b und ¢|r gelten.

* Da nach Annahme ¢|b gilt, reicht es, #|r zu zeigen.
Da #|b gilt, gibtes t, mit b =1¢* ¢,.
Da t|a gilt, gibtest mita=1¢*¢,.

 Nach Annahme gilta=5b6*c+r
alsot*t,=a=b*c+r=t*t,*c+r,
alsor=t*t —t*t,*c=t*(t,—t,*c),dh. fr
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Bewels: Hinreichende Bedingung
(von rechts nach links ,,<=*)

* Seien q, b, c und r wie 1m Satz definiert.
* Se1 angenommen, dass #/b und #|r.

« Zu zeigen i1st, dass tla und t]b gelten.

* Da nach Annahme ¢|b gilt, reicht es, #f|la zu zeigen.
Da #|b gilt, gibtes t, mit b =1¢* ¢,.
Da t|r gilt, gibtes ¢, mit r =¢ * ¢,.

 Nach Annahme gilta=5b6*c+r
alsoa=t*t,*c+t*t.=t*(t,*c+t.),dh fa

ged.
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Endrekursive Funktion zur Berechnung des
gg T

public static Int gcd(int a, Int b) {

int h;

1T (a<b) {h=a ; a=b ; b=h}

while (b = 0) {
System.out.println ("a=" + a + " b=" + b) ;
h = a%b ;
a b ;
b h ;

}

return a;
}

* Der Algorithmus, den die Funktion ggT implementiert, konvergiert sehr
schnell:

ggT (150, 60):

a=150 b=60
a=60 b=30
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Euklid

 Dieser Algorithmus zur Berechnung des ggT

zweler naturlicher Zahlen wird Euklid

(ca. 3. Jh. vor Christus) zugeschrieben,
well er in Euklids ,,Elemente der Mathematik* _ :‘
erwahnt 1st. '

* Er gilt als der alteste bekannte Algorithmus, weil er im Gegensatz
zu anderen tuiberlieferten Algorithmen aus dlteren oder sogar
jungeren Zeiten nicht mittels Beispielen, sondern abstrakt (mit
Redewendungen anstelle von Variablen) spezifiziert ist.
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Abschatzung der Rechenzeit des
Euklid schen Algorithmus

Satz (Lamg¢)

Seitena e Nund b € N, so dass a > b 1st.

Benotigt der Euklid sche Algorithmus zur Berechnung von
gg1(a, b) insgesamt n Iterationen, so gilt b > fib(n),

wobel fib(n) die n-te Fibonacci-Zahl 1st.

« fib(0)=0; fib(l1)=1;

o fib(n)=fib(n-1)+fib(n-2) ;

« Zahlenfolge: 0, 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233,377,610,987,1.597, 2.584, 4.181, 6.763,
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Bewels des Satzes

(1)

* Wir versuchen, die Ausgabe von unten nach oben
zu konstruieren, so dass das minimal mogliche b
und das minimal mogliche a entsteht:

A

a=8 b=5
a=5 b=3
a=3 b=2
a=2 b=1
a=1 b=1

(a=1 b=0)

(n=5)
(n=4)
(n=3)
(n=2)
(n=1)

(n=0) )

Was 1st das kleinste mogliche
a, 1n Zeile Nummer n, das
be1 Division durch b, in Zeile
n den Rest b, | in Zeile (n-1)
ergibt?

d, = bn T bn-l

bn+1 — bn T bn-l

C. Bohm: Komplexitat von Algorithmen

21



Bewels des Satzes

(2)

 Dieses Ergebnis entspricht dem Bildungsgesetz fiir die Fibonacci-
Zahlen.

* Deshalb kann man die Hypothese aufstellen, dass

b, > fib(n), wenn n die Anzahl der Schleifeniterationen der
Funktion ggT wihrend der Berechnung von(a,, b,) ist (wobei
dieser allererste Aufruf nicht mitgezahlt wird).
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Bezug zum Goldenen Schnitt

« Benotigt der Euklid'sche Algorithmus zur Berechnung von
ggT(a,b) genau n rekursive Aufrufe, so gilt nach dem Satz von

Lame:
b > fib(n) = @" (@ =1,618... ist der Goldene Schnitt)

» Daraus folgt, dass asymptotisch, also fur grof3e n, gilt (mit der
Schreibweise 10g,, fiir den Logarithmus zur Basis ®):

log,b>n

 Da es aber eine Konstante k£ gibt mit log, b <k *In b, wobei
In den Logarithmus zur Basis e bezeichnet, gilt asymptotisch
auchn <k *In b, also

ggT(a,b) € O(In(b))
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