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1LIMU=iin Uberblick
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iLlMU=iin Funktionen und Prozeduren
hoherer Ordnung

* In SML (und in anderen funktionalen
Programmiersprachen) sind Funktionen Werte

(Kapitel 2).
* Funktionen konnen (genauso wie andere Werte) als

Parameter von Prozeduren (also auch von Funktionen)
auftreten.

* Prozeduren bzw. Funktionen, die als Parameter oder als
Wert Funktionen haben, werden ,,Prozeduren bzw.
Funktionen hoherer Ordnung* genannt.
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sLMU=iin Hierarchieder Prozeduren hoherer
Ordnung

* Der Bezeichnung ,,Prozeduren hoherer Ordnung* liegt
die folgende Hierarchie zu Grunde:
— Die Ordnung 0 umfasst die Konstanten.

— Die Ordnung 1 umfasst die Prozeduren, deren Parameter und
Werte Objekte der Ordnung 0 sind.

— Die Ordnung n + 1 umfasst die Prozeduren, deren Parameter
und Werte Objekte der Ordnung 7 sind.
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iLMU=iin functionals und Operatoren

o Funktionen hoherer Ordnung*, die Funktionen unter
thren Parametern haben, werden manchmal ,.functionals
und ,,Operatoren‘ genannt.
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iLMU=iin Beispiel zur nitzlichen Abstraktion
von Funktionen hoherer Ordnung

* Ist feine (differenzierbare) mathematische Funktion R — R | so
kann die Ableitung f” von f wie folgt geschitzt werden

(A (Delta) ist eine kleine reelle Zahl):

J@)=(fx+A)-f(x))/A

Der tatsdachliche Wert von /" (x) ist der Limes dieses
Quotienten fiir A gegen 0.
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iLMUsiin | mplementierungin SML

* Die Schitzung der Ableitung einer Funktion R — R ldsst sich in
SML so implementieren:

- val delta = le-~5;
val delta = 1E~5 : real

- fun abl(f) =1let
fun £~ (x)=(f (x+delta)-f(x))/delta
in
£-
end;
val abl = fn : (real -> real) -> real -> real
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iLlMUsiin abl

* Die Funktion abl hat als Parameter eine Funktion £f.

* Innerhalb von abl wird eine neue Funktion £~ mit Hilfe von £
und delta definiert.

» Das Ergebnis von abl (£) ist die neue Funktion £ ~ selbst.
e abl (f) kann wiederum auf eine reelle Zahl angewandt werden.
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sLMUsiin Typen von abl

» Da der Typkonstruktor ,,- > rechtsassoziativ ist, bezeichnet der
Typausdruck:
(real -> real) -> real -> real
den Typ:
(real -> real) -> (real -> real).
e abl hat als Parameter eine Funktion vom Typ
real -> real
und liefert als Ergebnis eine Funktion vom Typ
real -> real
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sLlMUsiin Anwendung von abl auf einereelle
Zahl

* Beispiele:

- abl( fn x => x*x ) (5.0) ;
val i1t = 10.0000099994 : real

- abl( fn x => x*x*x ) (5.0) ;
val i1t = 75.0001499966 : real
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iLMUsiin Beeinflussung der Schatzung durch
delta

* Die Ableitung der Funktion x — x2 ist die Funktion x — 2x.

* Sie hat an der Stelle 5 den Wert 10.

* Die Ableitung der Funktion x — x3 ist die Funktion x — 3x2

 Sie hat an der Stelle 5 den Wert 75 (= 3*25).

* Die mit SML berechneten Zahlen sind Schiatzungen, die den
richtigen Werten sehr nahe kommen.

» Mit anderen Werten fiir delta kann man die Schitzung
verbessern.
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iIIMUsiin delta alszweater Parameter von

abl
- fun abl(f, delta:real) =
let
fun £~ (x) = (f(x+delta) - f(x)) / delta
in
£-
end;
val abl = fn : (real -> real) * real -> real -> real

- abl( fn x => x*x, 1le~10 ) (5.0);
val it = 10.0000008274 : real

- abl( fn x => x*x*x, le~10 ) (5.0);
val it = 75.0000594962 : real
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iLMU=iis Anonyme Definition

* Man kann die neue Funktion auch anonym definieren (ohne ihr
einen Namen zu geben, der aullerhalb von abl nicht definiert ist).

* Damit kommt man zu folgender, gleichwertiger Definition:

- fun abl(f, delta:real) =
fn x => (f(x+delta) - f(x)) / delta;
val abl = fn : (real -> real) * real -> real -> real

* Man kann auch ganz auf fun verzichten:

- val abl = fn(f, delta:real) => fn x =>
(f (x+delta) - f(x)) / delta;

val abl = fn : (real -> real) * real -> real -> real
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iIMUsiin Fazit zu abl

* Die letzten drei Definitionen von ab1l liefern als Ergebnis eine
Funktion, die selbst wieder als Parameter von ab1 geeignet ist.

 Man kann abl also auch so verwenden:

- abl( abl(fn x => x*x, le~5), 1le~5 ) (5.0);
val i1t = 2.00003569262 : real

- abl( abl(fn x => x*x*x, le~5), le~5 ) (5.0);
val it = 30.0002511722 : real

Die Ableitung der Ableitung von x — x2 ist die Funktion x — 2, und
diese hat an der Stelle 5 den Wert 2.

Die Ableitung der Ableitung von x — x2 ist die Funktion x — 6x, und
diese hat an der Stelle 5 den Wert 30.
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iILMUsiis Bejspidl:
| dentitatsfunktion id

 Die Identitdtsfunktion id ist ein weiteres Beispiel fiir eine
Funktion hoherer Ordnung:

- val id = fn x => x;

val id = fn : ‘a -> ‘a

- 1id(2); Im Teilausdruck id (id) hat die

val it = 2 : int Funktion id sich selbst als Parameter
id(id) (2) ; und liefert auch sich selbst als Ergebnis.
val it = 2 : int

* Da die Funktion eine Funktion als Parameter und auch als Wert
haben kann, ist sie eine Funktion héherer Ordnung.

e id ist polymorph und kann damit auf Werte verschiedener Typen
angewandt werden.
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1LIMU=iin Uberblick

1. Prozeduren als Parameter und Wert von Prozeduren
3. Funktionskomposition

4. Grundlegende Funktionen hoherer Ordnung

5. Beispiel: Ein Rekursionsschema zur Akkumulation
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iLMUsii Prinzip

 Betrachte die folgende mathematische Funktion:
fiZx2ZxZ—2Z
(ny, ny, ny) — ny +ny +ny
* f kann in SML so implementiert werden:

- fun f£(nl, n2, n3):int = nl + n2 + n3;

val £ = fn : int * int * int -> int

SDyastt:?:ssg Kapitel 7: Abstraktionsbildung mit Prozeduren hherer Ordnung 18




sLMUsiin f 1

» Bezeichne die Menge der Funktionen von 4 in B mit
F(4, B).
 Aus der Funktion f lasst sich folgende Funktion
definieren:
fl1:Z — F@ZxZ,Z2)
ng, —  fl(n)
mit
fln): Z2xZ — Z

(’12, n3) - f(”p n,, ns )= ny+ny+ny
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iLMUsiin |mplementierungvon f 1in SML

- fun f1(nl) (n2, n3) = f£f(nl, n2, n3);

val f1 = fn : int -> int * int -> int
- f1(1) (1, 1);

val it = 3 : int

- £1(1);

val it = fn : int * int -> int

» Wegen der Rechtsassoziativitit des Typkonstruktors ,,- > und der
Prazedenzen zwischen ,,*“ und ,,- >* bezeichnet:
int -> int * int -> int
den Typ:
int -> ((int * int) -> int)
* Die Funktion £1 bildet eine ganze Zahl auf eine Funktion vom
Typ ((int *int) -> int) ab.
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iLIMUsiin f 11

» Ahnlich lisst sich fiir jede ganze Zahl n, aus der
Funktion f'1 (n,) die Funktion /11 definieren:

f1l1(n): Z — F(Z,2)
n, - S 11 (ny) (n,)

mit
ny — f1(n) (nyny)=f(ny, ny, ny)=n+nytn,
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iLMUsiin |mplementierungvon f 11in SML

- fun f£f11(nl) (n2) (n3) = f1(nl) (n2, n3);
val £f11 = fn : int -> int -> int -> int

(4

» Wegen der Rechtsassoziativitit des Typkonstruktors ,,- >
bezeichnet:

int -> int -> int -> int

den Typ:

int -> (int -> (int -> int))
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iLMUsiin Beispielezu f 11

- £11(1) (1) (1) ;
val it = 3 : int

- £11(1) (1)

val it = fn : int -> int
- £11(1) ;
val it = fn : int -> int -> int

So lasst sich jede n-stellige Funktion durch einstellige (unére)
Funktionen darstellen. In vielen Fallen werden wesentlich

kompaktere und iibersichtlichere Schreibweisen von
Funktionsdefinitionen moglich.
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iLMUsiis Andere Syntax zur Deklaration von
,curried® Funktionen

 Erinnerung:

In SML ist ein einelementiger Vektor mit seinem
Element identisch!
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iLMUsiin Deklaration von £1

- fun f1 nl1 (n2, n3) = f£f(nl, n2, n3);

val f1 = fn : int -> int * int -> int

- f1(1) (1, 1);

val it = 3 : int

- f1 1 (1, 1);

val it = 3 : int

- £1(1);

val it = fn : int * int -> int

- f1 1;

val it = fn : int * int -> int
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ilMUmsiin Deklaration von £11

- fun f£f11 nl1 n2 n3 = £f1 nl1 (n2, n3);

val £f11 = fn : int -> int -> int -> int
- £11(1) (1) (1) ;

val it = 3 : int

- f11 1 1 1;

val it = 3 : int

- £11(1) (1) ;

val it = fn : int -> int

- f11 1 1;

val it = fn : int -> int

- f11(1);

val it = fn : int -> int -> int
- f£f11 1;

val it = fn : int -> int -> int

2 sDyastt:I;‘assg Kapitel 7: Abstraktionsbildung mit Prozeduren hherer Ordnung

26




ilMUmsiin Deklaration von £1 und £11 mit
fn

- val f1 = fn nl => fn (n2, n3) => f(nl, n2, n3);

val f1 = fn : int -> int * int -> int

- val f11 = fn nl => fn n2 => fn n3 => fl1(nl) (n2, n3);

val fl1l1l = fn : int -> int -> int -> int

* Das (einfache!) Prinzip, das der Bildung von £1 aus £ und der
Bildung von £11 aus £1 zugrunde liegt, wird nach dem Logiker

Haskell B. Curry ,,Currying* genannt.
* Die n-stellige Funktion, die sich aus der Anwendung des Currying

auf eine (n+1)-stelligen Funktion fergibt, wird ,,curried* Form
von f genannt.
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iLMU=iis Einfache Deklaration von curried
Funktionen

- fun £f11 n1 n2 n3 = ...;
- val f11 = fn nl1 => fn n2 => fn n3 =>...;

zeigen, dass sich curried Funktionen einfach dadurch deklarieren
lassen, dass ihre Parameter nicht als Vektor angegeben werden:

- fun £ nl n2 n3 : int = nl + n2 + n3;

val £f7 = fn : int -> int -> int -> int

e £ “n1 entspricht der Funktion £1 (nl).
e f "'n1 n2 entspricht der Funktion £11 (nl) (n2).
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iLMUmiin Rekursivecurried Funktionen
Beispiel: ggT

-fun ggT a b = if a < b

then ggT b a
else 1f b = 0
then a
else ggT b (a mod D) ;
val ggT = fn : int -> int -> int

Die Schreibweise ggT b a mod b
statt ggT b (a mod b) ware
inkorrekt: Wegen der Prazedenzen
bezeichnet sie ( (ggT b) a) mod b.

- ggT 150 60;
val it = 30 : int

- ggT 150;
val it = fn : int -> int
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iIMU=iin curry

* Die Funktion curry ist eine Funktion hoherer Ordnung.

* Man kann sie zur Berechnung der curried Form einer bindren
Funktion verwenden:

- fun curry(f) = fn x => fn y => £(x, v);

val curry = fn : (‘a * ‘b -> ‘¢c) -> ‘a -> ‘b -> ‘c
- val curry = fn £ => fn x => fn y => f£(x, v);

val curry = fn : (‘a * ‘b -> ‘¢) -> ‘a -> ‘b -> ‘c
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iLlMUsiin curry ist polymorph

- curry(fn (a,b) => 2*a + Db);

val it = fn : int -> int -> int

- curry(fn (a,b) => 2*a + b) 3;

val it = fn : int -> int

- curry(fn (a,b) => 2*a + b) 3 1;

val it = 7 : int
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sLlMUsiis Umkehrung der Funktion curry:
uncurry

- fun uncurry(f) = fn (x, y) => £ x vy;

val uncurry = fn: (‘a->'‘b->'c) ->'a*'‘b->"'c

- val uncurry = fn £ => fn (x, y) => £ x v;

val uncurry = fn: (‘a->'b->'c) ->'a*‘b->"'c
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iLlMUsiis uncurry ist polymorph

- fun £f Xy =2 + X + Yy,
val £ = fn : int -> int -> int

- fun gxvy =2.0 + X + v;
val g = fn : real -> real -> real
- uncurry f;

val it = fn : int * int -> int

- uncurry £ (1,1);

val it = 4 : int
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iLlMUsiii uncurry ist die Umkehrung von
curry

- curry (uncurry (£f)) ;
val it = fn : int -> int -> 1int

- curry (uncurry(f)) 1 1;

val it = 4 : int

- uncurry (curry (uncurry(f))) (1,1);

(
val it = 4 : int

Wenn man die Funktionen curry und uncurry
zum ersten Mal sieht, denkt man oft, die Typen der
beiden Funktionen seien miteinander verwechselt
worden. Das ist nicht der Fall!
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sLMUmiis Nicht-curried und curried
Funktionen im Vergleich

* Am Beispiel einer einfachen Funktion konnen die Unterschiede
zwischen herkommlichen mehrstelligen Funktionen und
Funktionen in curried Form erkannt werden.

* Im folgenden Beispiel wird angenommen, dass die vordefinierte
Funktion ,,*“ den Typ int * int -> int hat.

3 Database
Systems
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iitMUmsiin Ver gleich

Nicht-curried curried
mogliche fun mal(x,y) = x * vy fun mal x y = x * y
Deklaration | val mal = (fn(x,y)=>x*y) | val mal = (fn x y => x*y)
fun mal x = (fn y => x*y)
val mal =
(fnx=> (fny=>x*y))
Typ int * int -> int int -> int -> int
Aufruf mal (2, 3) (hat Wert 6) mal 2 3 (hat Wert 6)
Unterver- - mal 2
sorgung mit (hat eine Funktion als Wert)
Aufruf-
parametern

val doppelt =
fny=>mal(2,y)

val doppelt

= mal 2

3 Database
Systems
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1LIMU=iin Uberblick

1. Prozeduren als Parameter und Wert von Prozeduren

2. Currying

4. Grundlegende Funktionen hoherer Ordnung
5. Beispiel: Ein Rekursionsschema zur Akkumulation
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iLMU=iin Funktionskomposition

» Die SML-Standardbibliothek enthilt eine Funktion hoherer
Ordnung, die so definiert werden kann:

- infix o;

infix o

- fun (f o g) (x) = £(g(x));

val o = fn : (‘a -> ‘b) * (‘¢ -> ‘a) -> ‘¢ -> 'b

- ((fn x => 2*x) o (fn x => x+1)) (3);
val it = 8 : int

- Math.sgrt o ~;
val it = fn : real -> real

- val £ = Math.sqgrt o ~;
val £ = fn : real -> real

- £(~4.0);
val it = 2.0 : real
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iLMU=iis Anwendungsreihenfolge/
Diagrammr eihenfolge

 Die Infixfunktion o leistet eine Funktionskomposition in
sogenannter ,,Anwendungsreihenfolge (oder
Funktionalreihenfolge), d.h.:
(f 0 g)x)=1(gx))
* In der Mathematik ist auch eine Funktionskomposition in
sogenannter ,,Diagrammreihenfolge* liblich, die so definiert ist:

(f °4 &) =g (f(x)

Um Verwechslung mit dem SML-Funktionskompositionsoperator o zu
vermeiden, verwenden wir hier die Notation o, fiir den
Funktionskompositionsoperator in Diagrammreihenfolge, der in der
Mathematik tiblicherweise o notiert wird.
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iLMUs=iin Diagrammreihenfolge

» Die Bezeichnung ,,Diagrammreihenfolge* kommt aus der
folgenden Darstellung der Komposition zweier Funktionen, wobei
feine Funktion von 4 in B und g eine Funktion von B in C sind:

f g
A — B — C

* (f o, g) (x) ist eine Funktion von 4 in C.

* Die Reihenfolge f'vor g in der Notation ( / o, g) folgt der
Reihenfolge im Diagramm, aber nicht der Reihenfolge der
Funktionsanwendungen:

(f o4 8 ) =g (f(x))
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iLMU=iis Anwendungsreihenfolge

* Die ,,Anwendungsreihenfolge* entspricht der Reithenfolge der
Funktionsanwendungen:
(fog = f(gX)

 Der Funktionskompositionsoperator o ist in SML vordefiniert.

?;ﬁ:'}::? Kapitel 7: Abstraktionsbildung mit Prozeduren hoherer Ordnung 41

iLIMU=iit Uberblick

1. Prozeduren als Parameter und Wert von Prozeduren
2. Currying
3. Funktionskomposition

5. Beispiel: Ein Rekursionsschema zur Akkumulation

SDyastt:?:ssg Kapitel 7: Abstraktionsbildung mit Prozeduren hherer Ordnung 42




iLMU=iis map

 Die Funktion hoherer Ordnung map wendet eine unire
Funktion auf alle Elementen einer Liste an und liefert als
Wert die Liste der (Werte dieser) Funktionsanwendungen:

- fun quadrat(x : int) = x * Xx;

val quadrat = fn : int -> int

- map quadrat [2, 3, 5];
val it = [4, 9, 25]

- map Math.sgrt [4.0, 9.0, 25.0];
val it = [2.0, 3.0, 5.0] : real list
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iLMU=iin Definition von map in SML

- funmap £ nil = nil
| map £ (h :: t) = £(h) :: map f t;
val map = fn : (‘a -> '‘b) -> ‘a list -> ‘b list

- map (fn x:int => x*x) [1,2,3,4,5];
val it = [1,4,9,16,25] : int list

 Das Pattern Matching auf Funktionen in curried Form ist genauso
anwendbar wie auf Funktionen mit einem Vektor als Parameter.
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iLMUsiis Warum ist map in curried Form
definiert?

* Durch diese Form ist map einfach auf Listen von Listen
anzuwenden.

* Im Ausdruck :
map (map quadrat) [[1,2], [3,4], [5,6]]
wird die Funktion (map quadrat) aufjedes (Listen-) Element
der Liste [[1,2], [3,41, [5,6]1] angewandt.
- map quadrat;

val it = fn : int list -> int list

- map (map quadrat) [[1,2],[3,4],I[5,611];
val it =1[[1,4]1,1[9,16],[25,36]] : int list list
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sLMUmsiin Vorteil der curried Form am
Beispiel der Funktion map

* Wenn map nicht in curried Form definiert wire, miisste statt
(map quadrat) ein komplizierterer Ausdruck verwendet

werden, in dem die anonyme Funktion:
(fn L => map quadrat L)

vorkommt.
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iLMUsiis map~ (1)

* Sei map”~ eine nicht-curried Version von map:

- fun map” (£, nil) = nil
| map (£, h :: t) = £(h) :: map” (f,t);
val map” = fn : (‘a -> ‘b) * ‘*a list -> ‘b list

- map~ (quadrat, [2, 3, 5]);
val it = [4,9,25] : int 1list
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iLMUsiis map ~ (2)

« Unter Verwendung von map ~ anstelle von
map (map quadrat) [[1,2], [3,4], [5,6]]
muss der kompliziertere Ausdruck
map” (fn L => map” (quadrat,L), [[1,2],[3,4],[5,6]1])

verwendet werden:
- map (fn L => map” (quadrat,L), [[1,2],1[3,4]1,1[5,611);
val it = [[1,4],1[9,16],[25,36]] : int list 1list

* Die Verwendung der anonymen Funktion

(fn L => map” (quadrat, L)) istnotig, da im Gegensatz zu
map die Funktion map ~ zwei Parameter verlangt.
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iIIMUmsiin filter

e £ilter ist eine Funktion hoherer Ordnung.

e filter filtert aus einer Liste alle Elemente heraus, die ein
Pradikat erfiillen.
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iLMU =i Beispiel

- fun ist gerade x = ((x mod 2) = 0);
val ist gerade = fn : int -> bool

- filter ist gerade [1,2,3,4,5];
val it = [2,4] : int list

- funfilter pred nil = nil

| filter pred (h :: t) = 1if pred(h)
then h :: filter pred t
else filter pred t;
val filter = fn : (‘a -> bool) -> ‘a list -> ‘a list

- filter (fn x => (x mod 2) = 0) [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val it = [2,4,6,8] : int list

- filter (noto (fnx=>(xmod?2)=0)) [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val it = [1,3,5,7,9] : int list
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iIMUsiin Warum ist filter incurried
Form definiert?

* Durch die curried Form sind kompaktere und tibersichtlichere
Definitionen moglich:

- val gerade elemente = filter ist gerade;
val gerade elemente = fn : int list -> int list

- val ungerade elemente = filter (not o ist gerade) ;
val ungerade elemente = fn : int list -> int list

- gerade elemente [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val it = [2,4,6,8] : int list

- ungerade elemente [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val it = [1,3,5,7,9] : int list
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sLMUmsiin Vorteil der curried Form am
Beispiel der Funktion filter

 Sei filter” eine Version von f£ilter, die nicht in curried
Form ist:

fun filter” (pred, nil) = nil
| filter  (pred, (h :: t)) =
if pred(h)
then h :: filter” (pred, t)
else filter” (pred, t);
val filter” = fn : (‘'a -> bool) * ‘a list -> ‘a list
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sLlMUsiin Verwendungvon £ilter”

« Unter Verwendung von £ilter’ statt £ilter miissen die

Funktionen gerade elemente und ungerade elemente so

definiert werden:

- val gerade elemente = fn L => filter  (ist gerade, L);

val gerade elemente = fn : int list -> int list

- val ungerade elemente=fnL =>filter (not oist gerade,L);

val ungerade elemente = fn : int list -> int list

- gerade elemente [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val it = [2,4,6,8] : int list

- ungerade elemente [1,2,3,4,5,6,7,8,9];
val it = [1,3,5,7,9] : int list
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sLlMUsiin foldl und foldr

 Die Funktionen hoherer Ordnung
foldl (zusammenfalten von links her)
foldr (zusammenfalten von rechts her)

wenden eine Funktion auf die Elemente einer Liste
folgendermal3en an:

foldl £ z [x1, x2, ..., xn] entspricht:
f(xn,...,f(x2, £(x1, z))...)

foldr £ z [x1, x2, ..., xn] entspricht:
f(x1, £(x2, ..., £(xn, z)...))
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iLlMU=iin Beispiele

- foldl (op +) 0 [2,3,5]; (*entspricht 5+ (3+(2+0)) *)
val it = 10 : int

- foldr (op +) 0 [2,3,5]; (*entspricht 2+ (3+(5+0)) *)
val it = 10 : int

- foldl (op -) 0 [7,10]; (*entspricht 10-(7-0)*)
val it = 3 : int
- foldr (op -) 0 [7,10]; (*entspricht 7-(10-0) *)
val it = ~3 : int
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iLMUsiin | mplementierungin SML

- funfoldl £ z nil = =z
| foldl £ z (x::L) = foldl £ (f(x,z)) L;
val foldl = fn : (‘a * ‘b -> ‘b) -> ‘b -> ‘a list -> ‘b

» Im zweiten Fall von £o1d1 ist die Klammerung um f (x, z)
notwendig, weil £o1d1 eine curried Funktion ist.

e Im Ausdruck foldl £ f (x,z) L wirde foldl auf £
angewendet und eine Funktion liefern, die dann auf £ angewendet
wiirde und nicht wie beabsichtigt auf £ (x, z) .

- funfoldr £ z nil = z
| foldr £ z (x::L) = f£(x, foldr £ z L);
val foldr = fn : (‘a * ‘b -> ‘b) -> ‘b -> '‘a list -> ‘b
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sLMU=iin Neutrales Element

* Viele bindre Funktionen haben neutrale Elemente, z.B.:
0 ist das neutrale Element fiir +

1 1st das neutrale Element fur *

nil ist das neutrale Element fiir @ (Listenkonkatenation)

— " das neutrale Element fiir © (Stringkonkatenation).
* Die Funktionen foldl und foldr werden typischerweise so
verwendet, dass das zweite Argument z das neutrale Element des
ersten Arguments £ ist.
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iLMU=iin Die wichtigste Anwendung von
foldl und foldr -

* Die wichtigste Anwendung von foldl und foldr ist die
Definition von neuen Funktionen auf Listen mit Hilfe von binaren
Funktionen auf den Elementen der Listen:

- val listsum = fn L => foldl (op +) 0 L;
val listsum = fn : int list -> int

- val listprod = fn L => foldl (op * ) 1 L;
val listprod = fn : int list -> int

- val listconc = fn L => foldr (op *) ““ L;

val listconc = fn : string list -> string

- val listapp = fn L => foldr (op @) nil L;
val listapp = fn : ‘a list list -> ‘a list
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iLlMU=iin Beispiele

- listsum [1,2];
val 1t = 3 : 1int

- listsum [1,2,3,4];
val it = 10 : int

- listprod [1,2];
val it = 2 : int

- listprod [1,2,3,4];

val it = 24 : 1int

_ liStCOIlC [\\abc\\, \\de\\, \\fghi\\, \\j\\] ;
val it = “abcdefghij“ : string

- listapp [[1,2], [10,20,30], [100]1];
val it = [1,2,10,20,30,100] : int list
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iLMUsiin M &chtige Hilfsmittel

* Man kann neue Funktionen wie 1istsum, 1istprod usw. auch
explizit rekursiv definieren.

 Die Definitionen wéren alle sehr dhnlich zueinander und wiirden
sich nur an wenigen Stellen unterscheiden.

* Die Funktionen foldl und foldr sind Abstraktionen, die die
Gemeinsamkeiten all dieser Definitionen darstellen und direkt zur
Verfiigung stellen, so dass man sie nicht bei jeder neuen Funktion
wiederholen muss.

* Die Funktionen foldl und foldr sind damit sehr michtige und
grundlegende Hilfsmittel.
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iLMU=iin Kompakte Definition von
listsum, listprod, listconc

 Da foldl und foldr curried Funktionen sind, kann man neue
Funktionen mit Hilfe von fold1l und foldr definieren, ohne

Namen fiir jedes Argument der neuen Funktionen erfinden zu
mussen.
» Die kompakteste (und iibersichtlichste) Definition lautet:

- val listsum = foldl (op +) O;

val listsum = fn : int list -> int

- val listprod = foldl (op * ) 1;
val listprod = fn : int list -> int

AVUR\Y

- val listconc = foldr (op *) ;

val listconc = fn : string list -> string
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iLIMUmsiln Ratsel

» Welche bekannten Listenfunktionen werden wie folgt mittels
foldl und foldr definiert?

- val a = fn L => foldl (op ::) nil L;
val a = fn : ‘a list -> ‘a list

- a [11213];

val it = [3,2,1] : int 1list

- val b = fn (L1, L2) => foldr (op ::) L2 L1;
val a = fn : ‘a list * ‘a list -> ‘a list

- b ([112/3]/[41516]) h
val it = [1,2,3,4,5,6] : int list

2 Soyitlael:r?sse Kapitel 7: Abstraktionsbildung mit Prozeduren hdherer Ordnung

62




iIIMUmiin exists

* Die Funktion hoherer Ordnung exists tberpriift, ob ein Pradikat
fiir manche Elemente einer Liste erfiillt ist:

- fun ist gerade x = ((x mod 2) = 0);
val ist gerade = fn : int -> bool

- exists ist gerade [1,2,3,4,5];

val it = true : bool

- exists ist gerade [1,3,5];
val it = false : bool
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iLMUsiin | mplementierungin SML

- funexists pred nil = false
| exists pred (h::t) = (pred h) orelse exists pred t;
val exists = fn : (‘a -> bool) -> ‘a list -> bool
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iilMUsiin a1l

 Die Funktion hoherer Ordnung al1l iiberpriift, ob ein Pradikat fiir
alle Elemente einer Liste erfiillt ist:

- all ist gerade [1,2,3,4,5];
val it = false : bool

- all ist gerade [2,4];

val it = true : bool
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iLlMUmtin | mplementierungin SML
- funall pred nil = true
| all pred (h::t) = (pred h) andalso all pred t;
val all = fn : (‘a -> bool) -> ‘a list -> bool
66
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iLMU=iis Wieder holte Funktionsanwendung
Mmit repeat

* Angewandt auf eine Funktion £ und eine natiirliche Zahl n ist die
Funktion hoherer Ordnung repeat eine Funktion, die n Mal die
Funktion £ anwendet:

- fun repeat £ 0 x = x

| repeat £ n x = repeat £ (n-1) (f x);
val repeat = fn : (‘a -> ‘a) -> int -> ‘a -> ‘a
- repeat (fn x => x+1) 3 4;
val it = 7 : int

- repeat (fn x:int => x*x) 3 2;
val it = 256 : int
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iLIMU=iit Uberblick

1. Prozeduren als Parameter und Wert von Prozeduren
2. Currying

3. Funktionskomposition

4,

Grundlegende Funktionen hoherer Ordnung
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iIlMU=ili summe

* Die Funktion hoherer Ordnung summe entspricht dem
Summenzeichen, fiir das in der Mathematik die Sigma-Notation
(3)) uiblich ist:

- fun summe (von,bis, schritt, funktion, akk) =
if von > bis
then akk

else summe (von+schritt, bis, schritt,
funktion, funktion (von) +akk) ;

val summe =fn : int * int * int * (int -> int) * int -> int

- summe (1,4,1, (fn x => x), 0);
val it = 10 : int
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iLMUsiis produkt

* Die Funktion hoherer Ordnung produkt entspricht dem
Produktzeichen, fiir das in der Mathematik die Pi-Notation (J])
tiblich ist:

- fun produkt (von,bis,schritt, funktion, akk) =
if von > bis
then akk

else produkt (von+schritt, bis, schritt,
funktion, funktion (von) *akk) ;

val produkt =fn : int * int * int * (int -> int) * int -> int

- produkt(1,4,1, (fn x => x), 1);
val it = 24 : int
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iLMU=iin Das gemeinsame Rekursionsschema

1)

* Das gemeinsame Rekursionsschema der Definitionen von summe
und produkt kann unabhéngig von der verwendeten
arithmetischen Operation formuliert werden:

- fun akkumulieren (operation) (von,bis, schritt,
funktion, akk) =

if von > bis
then akk

else akkumulieren (operation) (von+schritt, bis,
schritt, funktion, operation (funktion (von) , akk)) ;

val akkumulieren =
fn (‘a* ‘b->'b) ->int * int * int * (int -> ‘a) * ‘b ->"'b
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iLMU=iin Das gemeinsame Rekur sionsschema

(2)

- val summe = akkumulieren (op +);

val summe = fn : int * int * int * (int -> int) * int -> int

- val produkt = akkumulieren (op * );

val produkt = fn : int * int * int * (int -> int) * int -> int

- summe(1,4,1, (fn x => x),0);
val it = 10 : int

- produkt(1,4,1, (fn x => x),1);
val it = 24 : int
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iLIMUmsiln Ratsel

* Welche Funktion wird wie folgt mittels akkumulieren
definiert?

fun a n = akkumulieren (op * ) (1,n,1, (fn x => x),1);
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iLMUsiis Anwendung zur Integralschatzung

 Eine Funktion real akkumulieren kann eingesetzt werden,
um eine Schiatzung des Integrals einer Funktion R — R zu
definieren.

 Erinnerung:

Das Integral einer Funktion fzwischen a und b kann (unter
gewissen mathematischen Voraussetzungen wie der Stetigkeit von
) durch folgende Summe abgeschéatzt werden:

A* f(a+ A)+A* f(a+2A)+ A* f(a+3A)+ ...
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ilMUsiis real akkumulieren
1)

- fun real akkumulieren(operation) ( von:real,

bis:real,
schritt:real,
funktion,
akk:real) =
if von > bis
then akk

else real akkumulieren (operation) (von+schritt,
bis,schritt, funktion,operation (funktion (von) ,h akk)) ;

val real akkumulieren = fn:(‘a * real ->real) ->
real * real * real * (real -> ‘a) * real ->real
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ilMUsiii real akkumulieren
(2)

- fun integral (f,von,bis,delta) =real akkumulieren
(op +) (von+delta,bis,delta, (fn x => delta*f(x)),0.0);
val integral =fn : (real ->real) * real * real * real ->real

- integral((fn x => 1.0), 0.0, 3.0, 0.5);
val it = 3.0 : real

- integral((fn x => 2.0*x), 0.0, 3.0, 0.5);
val it = 10.5 : real

- integral((fn x => 2.0*x), 0.0, 3.0, 0.1);
val it = 8.7 : real

- integral((fn x => 2.0*x), 0.0, 3.0, 0.0001);
val it = 8.9997 : real
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iLMU=iin Beeinflussung der Schatzung durch
delta

* Das unbestimmte Integral der Funktion x — 2 x nach x ist die
Funktion x — x 2.

 Das bestimmte Integral von 0 bis 3 hat also den Wert 32 - 02=9,

* Die GroBe von delta beeinflusst, wie nahe der Schitzwert bei
diesem Wert liegt.
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