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Aufgabe 4-1 Wabhrscheinlichkeitsrechnung

Gegeben seien die folgende Daten iiber die Zufallsvariablen X und Y':

21005 03 |0,15

Berechnen Sie

a) die Randwahrscheinlichkeiten P(X = z;) und P(Y = y;)
b) die Erwartungswerte F(X), E(Y)

¢) die Varianzen var(X), var(Y"), sowie die Kovarianz cov(X,Y").

cov(X,Y)

d) die Korrelation p = T o
var var

e) Sind die Variablen X,Y unabhingig?



Losungsvorschlag:
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b)
E(X) = Ep@(X Z 2 P(X = ;)

E(X)=1.0,5+2.0,5=1,5
E(Y)=1-015+2-045+3-0,4=2,25

¢) var(X) =3 [w; — E(X)]* - P(X = z;) = B((X - E(X))*) = B(X?) - (E(X))

var(X) =(1-1,5)%-0,54 (2 - 1,5)%-0,5 = 0,25
var(Y) =(1 — 2 25)2 - 0,15 + (2 —2,25)%.0,45 + (3 — 2,25)% - 0,4 = 39/80 ~ 0,4875

cov(X,Y) ZZ (w; — Jyi —EY))P(X =z, Y =)

:0.1(1 —1.5)(1 — 2.25) + 0.15(1 — 1.5)(2 — 2.25) + 0.25(1 — 1.5)(3 — 2.25)+
0.05(2 — 1.5)(1 — 2.25) + 0.3(2 — 1.5)(2 — 2.25) + 0.15(2 — 1.5)(3 — 2.25)
— 0,025
oder mit Verschiebungssatz : cov(X)Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
E(XY)=1%01+2%0.15+3%025 + 2%0.05+4%0.3+6x0.15=3,35

Zeilel Ze‘z?eQ
cov(XY) =3,35 —1,5% 2,25 = —0,025

cov(X Y) —0,025
d) P= \/UCL’I’ )-var(Y) \/0 250, 4875 O 07

e) Nein, weil:

e p # 0 nicht aussagekriftig! Weil: X,Y unabhingig = X,Y unkorreliert (keine Riick-
richtung)

e P(X=2Y =1)=0,05+# 0,15 0,5 = 0,075, damit keine Unabhéngigkeit

Aufgabe 4-2 Interpretation der Standardabweichung

Skizzieren Sie den Graph der Standardnormalverteilung f(z) = r exp ( (x “ > ) mit gy =0undo =1

im Intervall z € [—4, 4]. Markieren und interpretieren Sie die Bereiche 0 + o; 0 i 20; 0+ 30



Losungsvorschlag:
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Verteilungsfunktionen in R unter dnorm:
Dichteverteilung: P(X = z) (dnorm)
Wahrscheinlichkeitsverteilung: P(X <= z) (pnorm)
Quantilverteilung: arg, P(X <= z) = ¢ (gqnorm)

Zufillige Stichprobe aus der Verteilung: Datensatz der entsprechend der Verteilung zufallsver-
teilt ist. (rnorm)

Folgen die Daten einer Standardnormalverteilung, gilt die 68-95-99.7-Prozent-Regel:

e 68% der Beobachtungen liegen im Intervall £+ o
@soP(X >pu—ocANX<pu+o)=PX<pu+o)—PX>p—o))

e 95% der Beobachtungen liegen im Intervall p & 20
e 99.7% der Beobachtungen liegen im Intervall p & 30

Wenn sich eine Hiufigkeitsverteilung fiir die Daten eines Merkmals X gut durch eine Normalvertei-
lung mit 4 = 0,0 = s approximieren lésst, gelten die Aussagen wie die 68-95-99.7-Prozent-Regel
auch approximativ fiir diese Daten.

Quelle: Statistik (Ludwig Fahrmeir, Rita Kiinstler, Iris Pigeot) S. 92f

Aufgabe 4-3 Kernkombinationen

Um einen selbstdefinierten Kern k(x;,x;) fiir x;,x; € R™ anzuwenden, muss gezeigt werden, dass es sich
auch tatsdchlich um einen legitimen Kern handelt. Da es recht aufwendig sein kann zu zeigen, dass fiir k£ das
Mercer Theorem zutrifft, wird hiufig explizit das Mapping der impliziten Basistransformationen angegeben:

k(xi,x5) = o(xi) o (x;).



Eine weitere beliebte Variante, die Giiltigkeit einer Kernfunktion zu zeigen, ist die Riickfiihrung auf eine Kom-
bination aus Kernen, da fiir einige Operationen o gilt, dass k(x;,%;) = ki(x;,X;) o ka(x;,X;) ein legitimer
Kern ist.

Zeigen Sie, dass fiir valide Kernfunktionen k;(x;,x;) mit l € N gilt:

b.w.
a) Skalierung: Fiir a > 0 ist k(x;,x;) := a - k1(x;,%;) ein Kern.
b) Summe: k(xi,x;) == ki(xi,%x5) + kQ(X,,x]) ist ein Kern.
¢) Linearkombination: Fiir w € RY ist k(x;,x;) := Z wy - k(x;,x;) ein Kern.
=1
d) Produkt: k(xi,x;) = ki(x;,%;) - ka(x;,x;) ist ein Kern.
e) Potenz: Fiir ein p € N4 : k(x;,x;) := (k1(xi,x;))" ist ein Kern.
Losungsvorschlag:
a)
M M
aki(xi%j) = a1 (x:) d1(x5) = a D $1(%i)md1(Xj)m = > Vad1(x:)m /a1 (xj)m =
m=1 m=1
M
Z Xz m¢1 X]) ¢/1(X1)T¢/1(X])
mit ¢ (x;) = Va1 (x;)
b)
ki (xi,x5) + k2 (xi.%5) = 1(3x:)" d1(x;) + d2(xi)" 92 (x5) = ¢a(xi)" 95 (%)
. X;
w251
c)
D wiki(xix;) £ 37 61(0xi)1(0x5) 2 6. (x0) .1 (x)
=1 =1
¢ (xi)
oy ) P5(xi)
mit ¢j(x;) = /wigi(x;) und ¢ ,(x;) = :
1 (%i)
b.w.




Losungsvorschlag:

d)
kl(x’iaxj) k? X’HX] (Z ¢1 Xz m ¢1 X] ) (Z ¢2 Xz n ¢2 X] ) =
= Z <¢1 Xz m¢1 X] (Z ¢2 X n¢2(X]) >> =

=33 ) i) =

m=1n=1

My My
= > (1) m2(Xi)n) - (D1(X))m2(xj)n) =

m=1n=1

= ¢5(x )Tﬁblllé(xj) = k(zi,75)

mit ¢} (x;) = ¢1(xi)1 - P2(Xi) ny

G1(xi)my - 2(Xi) My
e) Beweis per Induktion:
LV.: k(x;,x;) := k1(x;,x;)P ist ein Kern (fiir p positives Integer).

LA.: ki(x;,z5) - k1(xi,x;) ist ein legaler Kern. Gezeigt in d).

d
LS.: k1 (x,%5)P = ky(x,%)P - k1 (x,%5) LY em - k1(xi,x5) J) valider Kern.




