Optimal-trennende Hyperebenen
und die Support Vector Machine

Volker Tresp



Wir betrachten wieder einen linearen Klassifikator mit y; € {—1,1}

Mit Ausnahme der Perzeptrons trennen die soweit vorgestellten Algorithmen nicht

notwendigerweise zwei Klassen, auch wenn diese separabel sind
Dies ist auch unter Umstanden richtig, da Klassen sich iiberlappen kénnen

Dennoch ist es wiinschenswert, auch Algorithmen im Repertoire zu haben, die trenn-

bare Klassen auch trennen

Vapnik stellte einen Algorithmus vor, der trennbare Klassen trennt; falls Klassen sich

nicht trennen lassen, wird die Anzahl der Missklassifikationen klein gehalten

Ziel ist es, die Klassen zu trennen und dabei den Margin C zu maximieren (falls Klassen

separabel sind)






e Man verlangt Erfiillung der Nebenbedingungen

M-1

yZ(X?W) — Y; Z wja:m Z 1 = 1,...,N
7=0

erfullt sind

e Von allen Gewichtsvektoren, die zu einer Losung fiihren, die die Nebenbedingungen

erfiillen wahlt man denjenigen, fiir den gilt

M-1

_ T : 2

Wopt = argmin - w = argmin E w3
=1

wobei W = (w1, ...,wps_1). (D.h. bei W fehlt der Offset wq); y; € {—1,1}.

Beachte: man minimiert dennoch in Bezug auf (ganz) w



e Der Margin wird dann

1
C =

||W0pt||

e Fiir die Support-Vektoren gilt,

T
yi(Xz’ Wopt) =1



Klasse 1

____________________________________




e Zur Optimierung mit Randbedingungen (Ungleichheiten) definiert man die Lagrange
Funktion

N
~ T’

Wi =Y ailyi(x] w) — 1]

1=1

LP:

NN

e Die Lagrange Funktion wird in Bezug auf (ganz) w minimiert und in Bezug auf die
Lagrange Multiplikatoren a; > O maximiert (Sattelpunktldsung).

e Intuition:

— Wenn eine Nebenbedingung nicht erfiillt ist, so ist [yz(XZTW) — 1] < 0 und ¢
wird anwachsen (beachte negatives Vorzeichen des 2ten Terms)

— Die Adaption der Gewichte w wird gleichzeitig versuchen, den Term in den eckigen
Klammern zu maximieren bis dieser gleich Null wird

— Wenn eine Nebenbedingung erfiillt ist, so ist [yZ(XzTW) — 1] > O und «; wird
Null werden und die Nebenbedingung wird inaktiv



e Optima konnen oft iiber das Nullsetzen der Ableitungen gefunden worden. Wegen
der Ungleichheitsnebenbedingung werden die Bedingungen etwas komplizierter (siehe

KKT (1))
e Im Optimum gelten die (Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingungen. KKT (1) ist

a;lyi(xiw—1)] =0 Vi

Entweder «; ist Null oder der Term in den eckigen Klammern ist Null (wir lassen jetzt
den Subskript opt) weg) (KKT (1))

e Durch Null-Setzen der Ableitungen von L p nach W erhilt man KKT (2)

N
W= UK
i=1

und nach wg KKT (3)

N
0= Z QY
i=1



e Beachte, dass KKT (2) bedeutet, dass man die optimalen Parameter als lineare ge-

wichtete Summe der Eingangsvektoren schreiben kann (Kern-Trick)!
KKT (4) ist

a, >0 Wi
(1), (2), (3),(4) und bilden die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen.



Durch einsetzen von KTT (2) erhalt man (Wolfe-Dual) das duale Optimierungsproblem

~T\T' < . S I\T
(beachte: w = (wo, W' )", x; = (1,X; )",
1 N N N
~T ~ T
=3 Y ikl > ayi%i— Y ailyi(x) w) — 1]
1=1 =1 1=1
1 N N N N
~T ~
5 Z Z akyzykx Xp — Z Z QLY YpX, Xk
1=1 k=1 1=1 k=1

N N
—wQ Z Y + Z Q
i=1 i=1

Die ersten beiden Terme sind gleich bis auf die Konstante. Der dritte Term ist im Optimum

gleich Null (KKT (3)).



e Man I6st schlieBlich: Maximiere in Bezug auf die o

Lp = Z o — = Z Z oy yrX; X,

Z—lk 1
mit den Nebenbedlngungen (KKT (4))

Oéi>0

und (KKT (3))

N
0=">) o
i=1
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e Nachdem die optimalen «; gefunden sind, setzt man diese in KKT (2) und erhilt die

optimalen Gewichte.

e Fiir einen neuen Eingang z erhilt man die Vorhersage

F=sign(z!'w + wg)
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e Alternativ lasst sich die Losung schreiben (mit KKT (2)) als gewichtete Summe iiber
die Support-Vektoren,

f=sign | > wya% z+wo | =sign [ > y0k(Z,%;) + wo
€SV €SV

mit Kern
k(z,%;) = 7' %,
e Diese Schreibweise begriindet den Begriff Support Vector Machine

e Beachte, dass natiirlich ebenso mit Basisfunktionen gearbeitet werden kann, wo dann
der Kern wird

k(z,x;) = ¢(z) o(x;)
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e Bei sich iiberlappenden Klassen fiihrt man slack Variablen &; ein:
e Die optimale Trennebene kann gefunden werden als
. . T~
%%
unter den Nebenbedingungen, dass

yi(xiw)y>1-¢ i=1,...,N
N

&>0 > &< 1/y
1=1

e v > O bestimmt den Kompromiss zwischen Trennbarbeit von Klassen und Uberlap-

pungsgrad. Fiir v — oo erhadlt man den separierbaren Fall
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e Die optimale Trennebene wird gefunden iiber eine trickreiche Optimierung des resul-

tierenden quadratischen Optimierungsproblems mit linearen Nebenbedingungen

e -y ist ein zu optimierender Hyperparameter (Kreuzvalidierung)
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Ziel: Transformation eines Optimierungsproblems mit Nebenbedingungen in ein Pro-

blem ohne Nebenbedingungen

In der Penalty-Methode wird ein Strafterm (penalty) zur Zielfunktion addiert fiir Punk-

te, die die Nebenbedingungen verletzen

Die Barriere-Methoden (interior point method) sind 3hnlich, nur dass der Strafterm
unendlich ist fiir Punkte, die die Nebenbedingungen verletzen und endlich fiir Punkte,

die "fast” die Nebenbedingungen verletzen
Fiir unser Optimierungsproblem wahlt man (Penalty Methode):
: T ~T ~
arg min 272 11—y (x; W) + W' W

wobei |arg|4 = max(arg, 0). Man beginnt in der Optimierung mit kleinem ~ und
lasst es langsam anwachsen. Fiir v — oo verlangt man, dass alle Nebenbedingungen

in der Losung erfiillt sind. Lasst man ~ endlich, dann erlaubt man “Slack”
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e Perzeptron
wj — w; + N (y(t) — sign (:U(t)Tw>) (1)

y(t) € {—1,1}. Beachte, dass die Klammer Null ist, wenn richtig klassifiziert.
Ansonsten ist der Term entweder gleich 2 oder gleich -2. Auch

w; — wj + ny(t)z;(t)

fur falsch klassifizierte Muster

e Logistic regression: Die “natiirliche” kontinuierliche Verallgemeinerung

wj — w; + N (y(t) — sig (x(t)Tw>) ()
e Neuronale Netze

w; — w; + N (y(t) — sig (m(t)Tw>) sig’ (aﬁ(t)Tw) (1)
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Wird ein Muster mit hoher Sicherheit falsch klassifiziert, ist der Gradient nahezu Null!

e Regression (ADALINE)
wj — w; + N (y(t) — (az(t)Tw)) z;(t)
e Vapniks optimal-trennende Hyperebenen

w; +— wj +ny(t)z;(t) wenn y(t) (:U(t)Tw) —1>0

Beachte die groBe Ahnlichkeit zur Perzeptron Lernregel! Beachte, dass hier die Lsung

durch die Regularisierung eindeutig ist!

e Bei allen Iterationen kann man einen regularisierenden weight-decay Term mit hinzu-

nehmen, das heiBt den Adaptionsschritt

wj <—— wj —nwj



e Betrachten wir der Einfachheit einen Datenpunkt der Klasse 1

e Der Beitrag zur Kostenfunktion ist:

— Quadratische Kostenfunktion (blau) : (1 — (XZTW))Q

— Perzeptron (schwarz) | — (X;-FW)H_

— Vapniks Hyperebenen (griin): |1 — (X;-TW)H_

— Logistische Regression (magenta): log(1 + exp(—X:‘L-rW))

— Neuronales Netz (rot): (1 — Sig(xgﬂw))2
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Daten von zwei Klassen (rote, griine Kringel) werden generiert
Die Klassen iiberlappen
Die optimale Klassifikationsgrenze ist gestrichelt gezeigt

Gezeigt ist die Trennebene der linearen SVM mit groBem ~
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Training Emor: 0.270 :: 334524ttt it iiiiitiidd
Test Error: 0.288
Baves Enor D21p EIGE HHEHEI RIS Y

~ = 10000



e Gezeigt ist die Trennebene der linearen SVM mit kleinem ~
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Training Error: 0.26 -7 -
TestError: 030
BaYESElTﬂr: 0.21 trrerrizzessrazeazeizeszeizoafrar s aeny

~ = 0.01



e Mit polynomialen Basisfunktionen

20



SVM - Degree-4 Polynomial in Feature Space

Test Error: S
Ba}"QSEerr: ﬂ2‘1[:| ".*-.l'\_',".:




e Mit radialen Basisfunktionen den besten Testfehler
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SVM - Radial Kernel in Feature Space

.:ﬁ,i—.-—.-i-.--i--:_;_j,_.:f.e'{}'.'? SRS EEE Y B

I I St

Training Error; 0.160
Test Error: 0.218
Bayes Eror;  0.210




e Der “Kern-Trick” erlaubt es, in unendlich hohen Dimensionen zu arbeiten

e Dennoch konnen durch die Regularisierung sehr gute Ergebnisse erzielt werden; z.B.
hangt die Generalisierung einer SVM vom Margin ab und nicht von der Dimensionalitat

des Problems
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e Ziel: Minimierung von ) . w,L-2 unter der Nebenbedingung, dass y; = XZTW. Mit
weniger Daten als Parametern gibt es eine Losung (die Optimierungsaufgabe gehort
zum quadratic programming). Die Langrange Funktion ist

M-1 N
L= > wi+> ply—xjw)
i=0 i=1

=wliw+pl(y — Xw)

e i ist ein Vektor von N Langrange Parametern. L wird minimiert in Bezug auf die
Parameter und maximiert in Bezug auf die Lagrange Parameter. Die Losung kann

explizit berechnet werden durch Nullsetzen der Ableitung nach den Gewichten w:
Wopt = 1/2XT/L

e Dies setzen wir in die Kostenfunktion ein. Nullsetzen der Ableitung nach den Lagrange
Parametern pu ergibt: ot = 2(XxxH-1y
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e Somit

Wopt — XT(XXT)_ly



e Minimiere ) . w,L-2 mit Gleichheitsebenbedingung y;, = X;-FW -+ ¢; wobei €; die Slack
Variablen sind und Ungleichheitsnebenbedingung > . 67;2 <A

e Lagrange Funktion mit Lagrange Parametern und Slack Variablen

M N N
L=Zw7;2-l-5 ZG%-A -I-Z/Li(yq;—XiTW-l—ei)

=wlw+ B(ele— A) + ! (y — Xw+¢)

e /i ist ein Vektor als N Langrange Parametern und 8 > O ist ein zusatzlicher Lagrange
Parameter und es gilt A > O.

e Nullsetzen der Ableitung nach den Gewichten w ergibt: wopt = 1/2XT,u

e Nullsetzen der Ableitung nach den Slack-Variablen € ergibt: €5, = —%,u
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e Beides setzen wir in die Kostenfunktion ein. Nullsetzen der Ableitung nach den La-
grange Parametern p ergibt: piopr = 2(XXxT 4+1/5D)" 1y

e Somit (unter Verwendung eines Matrix Inversions Lemmas)
wopr = XT(XXT +1/8D7ly = (xTx +1/80) " tx1y

Somit kann man den Regularisierungsparameter \ in Bezug bringen zu einem Lagrange

Parameter!

e SchlieBlich gilt die KKT Bedingung (3 (Zz—l € — A) = 0. Wenn A sehr grof3
gewahlt wird, kann die Losung tatsachlich sein Byt = O und damit w,, = O.

Sonst ist (ZN €2 — A) = O und ich kann B, durch A ausdriicken.

=1 %



