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Frequentistische Statistik



Die Naturwissenschaft versucht es, der Natur GesetzmaBigkeiten zu entringen:

F = ma

Gesetze gelten unter wiederholbaren idealisierten Situationen: Wiederholter fall eines
idealisierten (punktférmigen) Objektes mit vernachlassigtem Luftwiderstand, unter Ge-

schwindigkeiten weit unter der Lichtgeschwindigkeit, ...

Dies motiviert die frequentistische Statistik: Aussagen probabilistischen Natur unter

(im Prinzip) gleichen Bedingungen wiederholbaren Experimenten

Da die zugrundeliegenden Elementarereignisse typischerweise unbekannt sind, analy-

siert man direkt die Eigenschaften der Zufallsvariablen



Zur statistischen Analyse gehort somit eine genaue Beschreibung eines statistischen
Experimentes, zum Beispiel der genauen Art und Weise, wie und an wen ein Medika-

ment verabreicht wird

Eine statistische Einheit ist die Objektklasse, an der Messungen vorgenommen
werden, bzw Attribute aufgenommen werde. Im vorangegangenen Beispiel waren dies

z.B. Personen

Als Population (Grundgesamtheit) wird die Menge aller statistischen Einheiten be-
zeichnet, liber die eine Aussage gemacht werden soll: Diabetiker, die ein bestimmtes

Medikament genommen haben

Zur Analyse steht nur eine Stichprobe (Sample); es wird haufig angenommen, dass

die Stichprobe eine zufillig gewahlte Untermenge der Population darstellt



Eine Population kann endlich, unendlich oder hypothetisch sein

In einer Bundestagswahl mag die Population aus allen Biirgern bestehen, die zur Wahl

gehen

Im Fall der Wirksamkeit eines Diabetiker Medikamentes mag nicht primar die Wirksam-
keit auf alle Diabetiker in Deutschland interessiere, sondern die mittlere Wirksamkeit

in Bezug auf einen hypothetischen typischen Diabetiker

Eine Analyse mit hypothetischen (potentiell unendlichen) Populationen ist oft einfa-

cher



Es gibt eine Population aus der eine zufillige Stichprobe von Datenpunkten gezogen

wurde
Zu Datenpunkt ¢ werden Merkmale x; bestimmt

Da Datenpunkte unabhingig gezogen werden, lasst sich schreiben
N
PW(X17 ooy XN) — H PW(X’L)
1=1

Man nimmt an, dass die Daten aus einer Familie von Verteilungsfunktionen Py (x;)
kommt, die durch den Parametervektor w parametrisiert werden; durch die Wahl der

Form von Pw(x;) werden Annahmen gemacht

Ziel ist es, die Parameter zu schatzen



e Man nimmt an, dass die GroBe der Personen X; in der Population GauB-verteilt ist,

also

Pw(x;) = N (x4, p, 0 2) 0\}— eXPp ( 12(Xz U)Q)

mit w = (u, o)L

e Damit ergibt sich

N N
Py(x1,....,xy) = || Pw(x) = [ N (x5, 07)
i=1 i=1

1 1 X
= ey V2P | 342 ;(Xi — )



Eine sinnvolle Schatzung ist der Parametervektor, der die Date am besten erklart, also
die Wahrscheinlichkeit der Daten maximiert. Letztere ist die Likelihood-Funktion (als

Funktion der Parameter

L(w) = Pw(x1,...,Xx)

Bequemer ist es mit der Log-Likelihood-Funktion zu arbeiten,

N

I(w) =log L(w) =}  10g Pw(x;)
1=1

Der Maximum Likelihood (ML) Schatzer ist nun gegeben durch

W, = arg max(li(w))

Dies bedeutet: aus der Familie der betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist
der ML-Schatzer derjenige, der die Daten am besten erklaren kann: das beste Modell
in der betrachteten Klasse von Modellen!



e Die ML Schatzung im Beispiel sind

1 N
ﬁzﬁzxi
1=1

und

1
A2 —_— . —~ 2
67 == El(Xz—,u)
1=



e Nehmen wir an, dass die wahre Abhangigkeit linear ist, wir jedoch nur verrauschte
Daten zur Verfiigung haben

T
Y; = X; W+ ¢

e Weiterhin nehmen wir an, dass das Rauschen einer GauB-Verteilung folgt

1 1,
P(E’L) = Wexp —7‘267;
1

e Daraus folgt, dass

1
Pu(yilx;) = ——— exp (—272@@- - x?w)Q)

2mo

e Leichter handhabbar ist der Logarithmus dieses Ausdrucks

1

T 2
?‘2(% — X, W)

1
l0g Pw(y;|x;) = ~5 log(2mo?) —

10



e Die Log-Likelihood Funktion ist somit
N
N 2 1 S T N2

e Unter der Annahme von GauB-Rauschen folgt daher, dass der Maximum Likelihood

(ML) Schatzer gleich dem least-squares-Schatzer ist

Wy = argmax(i(w)) = wpg

Da, W,,,; = argmax —>_,(y; —x; w)? und Wy = arg min }_,(y; —x} w)?
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Der ML-Schatzer ist sicherlich plausibel, aber vielleicht gibt es andere Parameterwerte
mit fast der gleichen Likelihood. Wie sicher ist man in Bezug auf die Parameterschat-
zung?

Hierzu wird das folgende Gedankenexperiment angestellt (ndchste Abbildung)
Sei w der unbekannte aber feste Parameter

Es werden unendlich viele Datensitze (Stichproben) D1, Do, ... Dy, L — 00 ge-
neriert, jeder der GroBe N

Fiir jeden dieser Datensitze D, berechnet man einen Parameterschatzer [i; (zum
Beispiel den ML-Schatzer)

Ich berechne und analysiere die Verteilung der geschatzten Parameter

Im Beispiel ergibt sich fiir die mittlere PersonengroBe

~ ~ 02
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e Diese Verteilung lasst sich berechnen, ohne die tatsiachlichen Daten zu kennen

e Liegt ein aus Daten geschatztes 11 kdnnen Aussagen abgeleitet werden wie: dieses [

ist sehr unwahrscheinlich, wenn 4 = 175cm betragt



Das
frequentistische
Experiment

| * Verteilung der
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e Man interessiert sich nun zum Beispiel, ob ein Schatzer, gemittelt iiber alle Datensatze,

gleich dem wahren Schatzer ist

L—oo

L
: 1 ~ -
lim — E w; = ED(’LU)
L -
1=1
e Wenn Ep(w) = w, dann nennt man diesen Schatzer erwartungstreu (unverzerrt,

unbiased)

e In unserem Beispiel ist der Schatzer erwartungstreu, da Ep(i) = u
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e Manchmal ist ein Schatzer fiir endliche Daten nicht erwartungstreu, wird aber fiir

N — oo erwartungstreu. Ein Schatzer ist asymptotisch erwartungstreu, wenn:
EN_oo(®) = w

e Die Differenz zwischen wahren Parameter und dem Erwartungswert des geschatzten

Parameters ist der Bias (Verzerrung)
Bias(w) = Ep(w) — w

Im Beispiel ist der Bias Null.
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e Fir endliche Daten konnen ML-Schatzer verzerrt sein

ml — Z(Xz U)z

N

1

~2 _ ~\2

Cunverz — N — 1 E (Xi — ,u)
1=1
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e Die Varianz eines Schatzers bewertet, inwieweit die Schatzung um den eigenen Erwar-

tungswert variiert

Var(w) = Ep (@ — Ep(0))?

e Im Beispiel ist Var(®) = 02/N
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e Erwarteter quadratischer Fehler ist die erwartete Abweichung vom Schatzer vom wah-
ren Wert

MSE = Ep (& — w)?

e Man kann zeigen, dass sich dieser aus Varianz und dem Quadrat des Bias zusammen-

setzt

MSE = Varp(w) + Bias%(u?)

e Wiinschenswert ist das der MSE fir N — oo gegen Null geht. Ein Schatzer ist
MSE-Konsistenz, wenn gilt

MSEN—>OO — 0
In unserem Beispiel ist M SE = O'Q/N. Der Ausdruck geht gegen Null fiir N — oo
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e Wenn man verschiedene Schatzer zur Verfligung hat, will man herausfinden, welcher

denn besser ist. Seien w(1) und wW(2) zwei unterschiedliche Schatzer. w(1) ist
MSE-wirksamer als w(2) falls

MSE[@(1)] < MSE[@(2)]

e Ein Schatzer w (%) ist MSE-wirksamst, falls

MSE[w(2)] < MSE[w(j)] Vw(j)
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Einer der wichtigste Schatzer ist der Maximum-Likelihood (ML)-Schatzer. Der ML-Schéatzer

hat viele positive Eigenschaften, die seine Beliebtheit begriinden:

e Der ML-Schitzer ist asymptotisch N — oo unverzerrt (unbiased) (auch wenn er mit

endlich vielen Daten verzerrt sein kann)

e Etwas iliberraschend kann man auch zeigen, dass der ML-Schatzer asymptotisch fiir
N — oo immer der beste unverzerrte Schatzer ist: er ist MSE-wirksamst unter allen

asymptotisch unverzerrten Schitzern (efficient)

e Der ML-Schatzer ist asymptotisch N — oo immer GauB-verteilt, auch wenn kein
GauB-Rauschen Teil des Modells ist. Im Beispiel ist der Schatzer auch fiir endlich viele
Daten GauB-verteilt,

~ —~ 0'2
Pu(i) =N (M; s W)
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Basierend auf der Varianz der Schatzer konnen nun Fehlerschranken angegeben werden

und es konnen Hypothesentests durchgefiihrt werden

Im Beispiel lasst sich die Aussage treffen:

P (—z(l —a/2) < f/\_/% < z(1 - a/2)> =1—-«

wobei z(1 — «/2) das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung ist

Die Aussage ist, dassin 100 x (1 —a) % der Falle das Intervall den wahren Parameter
liberdecken.

Kommentare zu Hypothesentests im Anhang
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e Auch fiir komplexere Modelle l3sst sich die (Log)-Likelihood in der Regel berechnen
(z.B. fiir Modelle mit latenten Variablen)

e Da Daten oft unabhangig generiert werden, ist die Log-Likelihood in der Regel eine

Summe iiber die Anzahl der Datenpunkte

N
I(w) = ) 109 P(y;|w)
1=1
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Die Notwendigkeit, das datengenerierende Modell nachzubilden, fiihrt zu interessanten

problemangepassten Modellen

Nachteil: man muss annehmen, das das wahre Modell sich in der Klasse der betrach-
teten Modelle befindet

Mit endlich vielen Daten kann der ML-Schitzer zur Uberanpassung fiihren, d.h. kom-
plexere Modelle werden bevorzugt

Die frequentistische Statistik ist stark fokussiert auf die Eigenschaften von Parametern

(Signifikanz, ...)
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Bayessche Statistik
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e Der wesentliche Unterschied ist, dass auch Parameter als Zufallsvariable behandelt

werden

e Dies bedeutet, dass der Benutzer zunachst eine a priori Annahme iiber die Verteilung

der Parameter machen muss:

P(w)

e Man erhilt ein komplettes probabilistisches Modell

P(w)P(Dlw)
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e Im Bayesschen Ansatz wird auch ein Zufallsprozess fiir die Generierung der Parameter

P(w) angenommen; macht es Sinn hier einen Zufallsprozess anzunehmen?

e Hier hilft die Interpretation von Wahrscheinlichkeiten als subjektive Aussage iiber den
Wahrheitsgehalt von Hypothesen: Cox (1946): Wenn man seinen Uberzeugungen (Be-
liefs) Zahlen zuordnen will, kommt man unter wenigen Konsistenzannahmen auf den

Bayesschen Formalismus

e Beispiel: Schatzung des Durchmessers von Jupiter. Der Durchmesser mag auch durch
Zufallsprozese bestimmt sein, wie den Einschlag von Meteoriten iiber Jahrmilliarden.
D.h. eine a priori Verteilung P(w), wobei hier w der Durchmesser von Jupiter ist, der

als Zufallsvariable von Zufallsprozessen bestimmt wurde macht durchaus einen Sinn
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Im Gegensatz zum frequentistischen Ansatz bendétigen wir keine hypothetischen Da-
tensatze (Stichproben) D1, D>, ... Dy, L — oo bemiihen. Wir arbeiten nur mit
den tatsachlichen Daten D

Im Beispiel wird angenommen, dass der wahre Parameter it aus einer a priori Verteilung
P() generiert wurde. Im Beispiel: P(u) = N (u; 0, a?)

Die Daten werden generiert gemaB P(D|u) = [[; N (x4 p, a2)

Nach dem Satz von Bayes bekomme ich die a posteriori Verteilung

PDIW)P) _ [ . mean -

Fbs ;
P(D) 1_|_]\<[722 N+ 02/a?
(87

P(u|D) =

mit mean = 1/N Zf\le T;
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: P )

P(u)

I

P(u)oc N(0, %)

Das Baves’sche

Experiment




e In der Bayesschen Statistik bekommt man eine klare Aussage iiber die Verteilung der
Parameter, nachdem die Daten gemessen wurden; der frequentistische Ansatz liefert

nur einen Schatzer

e Man kann aus dem Bayesschen Ansatz den Maximum a posteriori Schatzer ableiten
mit
Wimap = arg max(P(w|D))

Im Beispiel ist
mean

2
1+ Naz

A AP=

e Beachte, dass der MAP Schatzer fiir N — oo zum ML Schatzer konvergiert
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e Nehmen wir an, dass die wahre Abhangigkeit linear ist, wir jedoch nur verrauschte

Daten zur Verfiigung haben

T
Yi =X; Wt €

Wie zuvor erhalten wir

P(D|w) = H

exp( 1 ( — X W))
\/7 Yi

28



Eine typische a priori Annahme ist, dass

P(w) = (27r042)_M/2 exp 1 Z wiz

Diese Annahme gibt kleineren Gewichten eine hohere a priori Wahrscheinlichkeit

Wir werden im folgenden annehmen, dass sogenannte Hyperparameter wie die Rausch-
varianz o2 und a2 bekannt sind; sind diese nicht bekannt, so definiert man a priori
Verteilungen iiber diese GroBen; der Bayessche Programm wird auf dieses Modell an-

gewandt, d.h. es wird entsprechend komplexer

Ockhams Rasiermesser: einfache Erklarungen sind komplexeren Erklarungen vorzuzie-

hen
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e Aus der Likelihood-Funktion, der a priori Verteilungsannahme iiber die Parameter lasst

sich mit dem Satz von Bayes die a posteriori Verteilung iiber die Parameter berechnen

P(w)P(D|w)
P(D)

P(w|D) =

30



P(w|D) =

Mit

und Varianz

P(w)P(D|w) 1 5 1

ex — -
p(D) TP Toa2 M T 502

P(w|D) = N (W; Wmap, cov(w|D))

2 —1
cov(w|D) = o2 (XTX + 0—21)
!
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e Somit erhalten wir fiir den wahrscheinlichsten Parameterwert nach Erhalt der Daten

(die maximum a posteriori (MAP) Schatzung)

Wimap = arg max(P(w|D)) = Wpe,

2
. - O

e Dies bedeutet, dass trotz unterschiedlicher Herangehensweise der Frequentisten und

der Bayesianer die Ergebnisse sehr dhnlich sind; die MAP Schatzung entspricht der
RLS-Schatzung
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e Soweit scheint der Unterschied zwischen der Bayesschen Losung und der frequentisti-

schen Losung nicht allzu groB zu sein: beide liefern Schatzer mit Unsicherheit

e Ein wesentlicher Unterschied besteht in der Prognose fiir einen neuen Eingang. Wah-

rend in der frequentistischen Losung der Schatzer eingesetzt wird, y; = X;-mel,

wird in der Bayesschen Lésung mit den Regeln der Wahrscheinlichkeitslehre gearbeitet
o Mit
P(y,w|z, D) = P(w|D)P(y|w,x)

folgt

P(ix.D) = [ PWID)P(ylw,x)dw
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A posteriori wird die pradiktive Verteilung
P(y|x,D) = / P(y|w,x)P(w|D)dw = N (y|x! Wimap, x* cov(w|D)x+02)

ist GauB-verteilt mit Mittelwert X! Wynqp und Varianz x* cov(w|D)x + o2

Die Vorhersage beriicksichtigt sowohl die das Rauschen auf den Daten als auch die
Unsicherheit im Parametervektor!

Beachte, dass in der Vorhersage iiber alle méglichen Parameterwerte integriert wird

Dies ist ein wesentlicher Vorteil des Bayesschen Ansatzes: er beriicksichtigt nicht nur
den wahrscheinlichsten Parameterwert sondern wertet auch die Parameterverteilung
aus; dadurch kénnen zum Beispiel auch Nebenoptima in der Lésung beriicksichtigt
werden!

Dies ist jedoch auch ein wesentliches technisches Problem der Bayesschen Lésung: zur
Prognose miissen komplex integrale gelost, b.z.w. approximiert werden!
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Personlicher Belief wird als Wahrscheinlichkeit formuliert

Vorwissen kann konsistent integriert werden

Konsistenter Umgang mit den verschiedenen Formen der Modellierungsunsicherheit
Bayessche Losungen fiihren zu Integralen, die in der Regel nicht analytisch |osbar sind

Im Folgenden werden wir spezielle Niherungen kennen lernen (Monte-Carlo Integrati-

on, Evidence Framework)

Die vielleicht einfachste Naherung ist

P(y|x,D) = /P(y|W,X)P(W|D)dW ~ P(y|x, Wmap)

d.h. man macht eine Punktschatzung des unbekannten Parameters und setzt dies in

das Modell ein (analog zum frequentistischen Ansatz)
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Der Abstand zweier Verteilungen wird durch die relative Entropie oder die Kullack-
Leibler Divergenz bestimmt

P(x)

0@ “

D(PIQ) = [ P(z)1og
Dieses ist nur Null, wenn P = ()

Die relative Entropie zwischen der wahren unbekannten Verteilung P(y) und der
approximativen Verteilung P(y|w) ist

/P(y) log %TJW)) dy = const — /P(y) log P(y|w)

N

1 1
~ const — ~ z:l log P(y;|w) = const — Nl(w)
1=

Dies bedeutet, dass der ML-Ansatz asymptotisch N — oo diejenige Verteilung findet,
die der wahren Verteilung in Bezug auf die relative Entropie am dhnlichsten ist
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e Der beste Fit ist die wahre Verteilung selber, fiir die gilt fiir N — oo

1
Nl(w) — Entropy(Y)



Beispiel: ist ein Parameter von Null verschieden?

Nullhypothese: Hp : u = O, Alternativhypothese: Hy : t %= O

—~

i .
g2 /N’

Teststatistik: normierter Mittelwert 2z =

Die Nullhypothese soll verworfen werden, wenn |z| > 2.58; dann ist die Wahrschein-
lichkeit, dass die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie wahr ist 0.01% (Fehler
erster Art). Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster Art wird als o bezeichnet. Hier

im Beispiel:

0.01 2/00 1 exp( 12>d
o = 0. = ——x T
T=21_q/2 V 2m 2

Z1_q/2 findet man in Standardtabellen

Der Fehler zweiter Art ist die Annahme der Nullhypothese, obwohl die alternative Hy-
pothese wahr ist; dieser Fehler ist haufig schwer oder unméglich zu berechnen; Die
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Woabhrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art wird als 3 bezeichnet. Die Wahrschein-

lichkeit, die Nullhypothese zu verwerfen, wenn sie tatsachlich falsch 1 — 3 ist die
Machtigkeit des Tests

Um einen Eindruck zu gewinnen iiber den Fehler 2ter Art kann man die Giitefunktion
berechnen g(u) = 1 — P(Hg wird angenommen|u). Dies gibt einen Eindruck vom
Fehler 2ter Art fiir die moglichen Werte der Parameter der alternativen Hypothese;
fiir einen guten Test ist die Giitefunktion nahe 1.

Der p-Wert ist der beobachtete Signifikanzlevel, der definiert ist als die Wahrschein-
lichkeit, unter Hq den beobachteten Priifwert z zu erhalten. Im Beispiel ist der p-Wert
das «, fiir welches z = Z1_a)2



Hypothesentest

¥

iz

Wenn ,{3! in die grilne Regionen fillt, lehne ich die
Null-Hypothese £ =10

ab. Im Beispiel: -
o= jgmen =0.01=2 Ip(z)dz

e i3



J7; P-Wert

j gruen=ao, =pWwert = 2_[ p(z)dz



