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1. Graphreprasentationen
Arten von Graphen, Grundlegende Definitionen, Anwendungsbeispiele

2. Isomorphiebasierter Graphvergleich und Edit-Distanz
Max. Common Subgraph, Min. Common Supergraph, Edit Operationen auf Graphen

3. Topologische Deskriptoren und Graph-Kernel
R-Convolution Kernel, All-Subgraphs Kernel, Random Walks Kernel , Shortest Path-Kernel

4. Frequent Subgraph Mining
FSG, Gspan

5. Ranking von Knoten
Centrality, PageRank, Hits

6. Link Prediciton
Link-Klassifikation, Matrix Faktorisierung

7. Clustering und Graphen
Cliguen und Spectral-Clustering
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Graphreprasentation
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Graphen sind die allgemeinste Datenstruktur in der Vorlesung

Definition: Ein Graph ist ein Tupel G=(V,E), wobei V eine Menge von Knoten
ist und E c VxV eine Menge von Kanten.
o ©

Darstellung von Beziehungen zwischen Objekten durch Kanten

Darstellung anderer Datenstrukturen durch Graphen meist moglich
Beispiel: MI-Objekte sind Menge aus Knoten ohne Kanten.

Problem mit Graphreprasentationen:
Vergleich 2er Graphen ist sehr teuer!
= Verwende einfachere Datenstrukturen wenn maoglich !
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Anwendungen
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Beispiele:

Molekulare Strukturen, RNA-Transkription

Bio-Informatik: Protein-Interaktionsnetzwerke, Philogenetische Netzwerke,
Metabolom-Netzwerke..

Soziale Netzwerke: Vergleich dahnlicher sozialer Gruppen
(Zusammenarbeit in Arbeitsgruppe, Zuspiel FuBballmannschaft..)

WWW, Internet, Computernetzwerke: Web-Ringe, Netzwerk-Topologien..
XML-Dokumente sind ebenfalls Graphen im allgemeinsten Fall.

(Vorsicht viele XML-Datenquellen lassen sich ohne Informationsverlust durch
Feature-Vektoren modellieren.)
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Arten von Graphen
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Erweiterungen der Definition:
GRAPH: Ein Graph ist ein Tupel G=(V,E), wobei V eine Menge von
Knoten ist und E < VxV eine Menge von Kanten.

GERICHTETER GRAPH: Gilt (v, v)) # (v,v,) ist der Graph gerichtet.

GELABELTE oder ATTRIBUTIERTE GRAPHEN: Seien F,und F, Feature-Rdume.

Ein

Graph G heildt gelabelt oder attributiert bzgl. der Knoten V, wenn es zu jedem

Knoten v €V genau eine Feature-Beschreibung /, € F.gibt.

Ein

Graph G heildt gelabelt oder attributiert bzgl. der Kanten E, wenn es zu jeder

Kante e € E genau eine Feature-Beschreibung I, € F.gibt.

Bemerkung:

In der Regel sind Knoten und Kanten nur mit einzelnen diskreten Attributen gelabelt.
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Darstellung von Graphen
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Knotengrad: Der Grad d,(v;) eines Knotens v;in G=(V,E) ist die Anzahl der anliegenden
Kanten: dG(Vi): |{vj|(vi5vj) < E}‘

Adjanzenz-Matrix: Die Adjazenz-Matrix eines Graphen G=(V,E)
ist gegeben durch: [ ] {1 falls (vA vA)eE
Al . =
I’j

27
0 sonst
Weg (Walk): Ein Weg in G=(V,E) der Lange k-1 ist eine Sequenz von Knoten w=(v,v,,..,v,)
und (v, v)e Efiralle1 <i<k.
Pfad (Path): w ist ein Pfad falls vzv; fur alle izj.
(=> Kein Knoten darf in w zweimal auftauchen.)

Zyklus (Cycle): Sei w=(v,,..,v,) und v,= v, und fur alle 1 <i,j < k gilt v;#v;dann ist w ein
Zyklus.

Walk Path Cycle
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Gegeben: 2 Graphen G und G.

Gesucht: Abbildung s:(VxE) x(VxE) — IR, die die Ahnlichkeit von G und G’
qguantifiziert.

Ansatze:

Isomorphie: 2 Graphen sind gleich, wenn es eine eineindeutige Abbildung von
Knoten und Kanten gibt.

=> Ahnlichkeit tiber die GroRe der isomorphen Teilgraphen.

Edit-Distanz: Undhnlichkeit der Graphen wird durch Aufwand berechnet den
einen Graphen in einen anderen zu verwandeln.

Topologische Deskriptoren: Zwei Graphen sind dahnlich, wenn ihre Topologie
ahnliche Eigenschaften aufweist.

(z.B. dhnliche Anzahl von Knoten mit Grad n)
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Wann sind zwei Graphen gleich ?

Graph-Isomorphie:

Seien G=(V,E) und G=(V*E’) 2 Graphen. G und G* sind genau dann isomorph

(G=G"), wenn es eine Bijection f: V>V’ mit (v,v’) eE < (f(v),f(v')) € E‘ fir alle v,v eV.

f heiRt dann Isomorphismus.

Subgraph: Sei G =(V,E) ein Graph, dann ist G’=(V‘,E’) ein Subgraph von G,

wenn V‘cVund E‘c (V' xV'ME).

Subgraph-lsomorphie: Seien G=(V,E) und G’=(V‘,E‘) 2 Graphen. G”ist subgraph-isomorph
zu G falls es einen Subgraph G“von G gibt mit G"= G’ .

Maximaler Gemeinsamer Subgraph : Seien G=(V,E) und G’=(V*,E’) 2 Graphen. Ein Graph S
ist ein maximaler gemeinsamer Subgraph mcs(G,G’) , wenn S sowohl Subgraph von G
als auch von G”ist und es keinen anderen gemeinsame Subgraphen S mit mehr
Knoten gibt.

Minimaler Gemeinsamer Supergraph: Seien G=(V,E) und G’=(V‘,E‘) 2 Graphen. Ein Graph S
ist ein minimaler gemeinsamer Supergraph MCS(G,G’) , wenn sowohl G als auch von G*
ein Subgraph von S ist und es keinen anderen gemeinsamen Supergraphen gibt der
weniger Knoten hat.
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e Sowohl die Grofle des max. gemeinsamen Subgraphen als auch die GroBe des minimalen
gemeinsamen Supergraphen beschreiben Ahnlichkeit der Graphen.

e Distanzmal 1: Relative GroRRe des maximalen gemeinsamen Subgraphen

_ |mes(G,6)

d(G,G") =1
i ) max|\|G|,|G’

3

e DistanzmaR 2: Differenz der GréRe zwischen MCS(G,G‘) und mcs(G,G’)

d,(G,G") =|MCS(G,G")

—|mcs(G, G"

e Abhangig von Bestimmung der Grol3e eines Graphen:
z.B. Anzahl der Knoten => auch unterschiedliche Graphen haben Abstand 0

e Distanzen sehr teuer in Berechnung, da Bestimmung von MCS und mcs das Subgraph-lsomorphie
Problem enthalt (NP-hart).
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Idee: Abstand zweier Graphen entspricht den minimalen Kosten um G so
abzuandern, dass G zu G“isomorph ist.

e integriert Fehlertoleranz, indem Unterschiede bewertet werden
e Operationen: Loschen, Einfligen, Umlabeln von Knoten und Kanten.
e Jede Operation hat Kosten, die von den Labeln abhangen kdnnen.

e Eigenschaften wie Symmetrie, Definitheit und Dreiecksungleichung hangen
von den Kosten der Edit-Operation ab.

e Die Graph Matching Distanz zwischen 2 Objekten entspricht:
d(G,G") = mSin{c(S)‘S ist Sequenz von Operationen , die G in G' éindert}

wobei ¢(S) die Kosten der Edit-Operationen darstellt.

Problem:

e Graph- und Subgraph-Isomorphie konnen als Spezialfall der Edit-Distanz
betrachtet werden => Berechnung sehr aufwendig

e Ergebnis stark von den Kosten der Edit-Operationen abhangig
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Performanz:
e allgemein kann die Komplexitat nicht reduziert werden
e Einschrankung der Graphen
z.B. auf Baume.
=> Baume kdnnen eindeutig als Strings dargestellt werden
=> Edit-Distanz auf Strings ist in O(n?)
=> Problem: Einfligen eines Blatts verandert Baum anders als
Einflgen eines inneren Knotens.

0
5710 m) [AIBAIBIAIIIC]] mp [AIBAIBIANIC]
@,i@ ™ [ABIAIBAIC] m)

f Deletion A in Blatt

o [A[B[A][BII[CI]

Bestimmung der Edit-Kosten:

e Domain-Experten

e Mathematische Modelle

e Lernen der Kosten fir Klassifikation

11
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e Mathematische fundiertes Framework
e Graphen werden direkt und bzgl. all ihrer Eigenschaften verglichen

e |Isomorphie-basierte Verfahren hdangen davon ab wie |G| definiert wird.
(Kosten fiur Label, Kanten, Knoten..)

e Edit-Distanz verallgemeinert Isomorphie-basierte Verfahren
e Kosten und Art der Edit-Operationen bestimmen Distanz
e Kosten fiir den Vergleich von Graphen sehr hoch
=> nur auf wenige Graphen und kleine Graphen anwendbar
e Einschrankung auf bestimmte Topologien kann Problem
entspannen. Aber: Verlust der Allgemeinheit von Graphen

12
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Idee: Da der direkte Vergleich der Graphen zu teuer ist, vergleiche nur die
Eigenschaften der Graphen.

Maogliche Eigenschaften:

e Graph-Summarisierung: Bestimme Histogramme Uber Kantengrade,
Kantenlange, Label-Haufigkeiten..

e Betrachte Graphen als Menge von Kanten und Knoten
=> Graph besteht aus 2 Reprasentationen aus MI-Objekten

Knotenlabel: 3 @3 @)
Knotengrade: (0 (0), 1 (1), 0(2), 5(3))
@
Kantenmenge
. ~
* O
Knotenmenge
@ @
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Aber: Bis jetzt keine Beschreibung der Graph-Topologie
= Topologische Deskriptoren
z.B. Eigenschaften von Wegen, Pfaden, Subgraphen...

= Topologische Deskriptoren zerlegen ein Graphen in eine Menge von einfacheren
topologischen Objekten. Eventuell werden diese noch summarisiert.

Beispiel: Wiener Index

Sei G=(V,E) ein Graph. Dann ist der Wiener Index W(G) definiert durch:

w(G)=> Zd(vl.,vj) wobei d(v,v,) die Lange des kiirzesten Pfades von v, nach v; in
G ist. v,eGv,;eG

Bemerkgung: Es gilt: Wenn G=G' = W(G) = W(G’).
Aber: W(G) = W(G’) kann auch fiir unterschiedliche Graphen G und G’ gelten.

14
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Idee: Benutze topologische Deskriptoren und Zerlegungen, um Ahnlichkeit
zwischen Graphen zu beschreiben.

Ansatze:
e Ableiten von Feature-Raumen aus Topologischen Deskriptoren

e Integration von topologischen Zerlegungen in Distanzen und Kernel-Funktion

e Im folgenden werden liberwiegend Kernel-Funktionen besprochen, da in
diesem Gebiet mehr Forschungsergebnisse vorliegen.

15
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e Verallgemeinerung des Convolution-Kernels fiir Mengen auf zusammengesetzte Objekte
e Allgemeines Framework fiir fast alle Graph-Kernel.

o Korrektes Einsetzen in dieses Framework erleichtert
den Beweis der positiven Definitheit.

e Seio € O ein zusammengesetztes Objekt mit Z(o) = (x,, .. x,) (=Zerlegung von 0 ),
bei der jede Komponente x; Teil des Raums X; ist.

e R:X;*x..xR, —{True, False} gibt an, ob (x,, .. x,) eine giiltige Zerlegung von o ist.

e RI(o):={x|R(o,(x1,..,xn)=True} die Menge aller giiltigen Zerlegungen.

* Der R-convolution Kernel der Kernelfunktionen K,,..K, mit K::X;xX; —=IR ist

n
K(x,x)=K,-....K,(x,x")= Z HKi(xl.,xl.')
xeR(x),x'eR7 (') i=l

Bemerkung:

e Alle Paare von giiltigen Objektzerlegungen werden aufsummiert. Fir jedes Paar aus
Komponenten werden Kernel-Werte aufmultipliziert.

e Die Flexibilitat steckt in der Menge der Zerlegungen und der Komponenten-Kernel

16
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Beispiel: Spezialisierung auf Mengen und lineare Kernel
Gegeben:Graph G=(V,E) mit L: V— IRY.

Zerlegung eines Graphen und Kernel: Z(G)=V

Kernel K: (x,y)linearer Kernel

K(G,G")= Zﬁ<L(V),L(v')> = > (L(v),L())

velV  i=1 velV
viel' vel'

Bemerkung:

LMU

e Der Convolution Kernel aus Kapitel 8 ist also ein R-Convolution Kernel.
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e Sei S(G) die Menge aller Subgraphen von G.
e All-Subgraph-Kernel fiir G und G“

KSubgmph (G9 G,) = Z Z Kisomorphism (g’ g,)

geS(G) g'eS(G)

wobei
1 falls g=g'
Koo (&> €)=
isomorphism (g g ) {O sonst
Bemerkungen:

e Vergleich aller Teilgraphen auf Isomorphie

e NP-harter Kernel, da das Subgraph-lsomorphie Problem Teil der

Berechnung ist.

LMU

18
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Idee: Um gemeinsame Wege von G und G’ zu finden, kann man beide Graphen
in einen Produktgraphen G,=GxG‘zusammenfassen. Wege im
Produktgraphen entsprechen dann den gemeinsamen Wegen von G und G’

Produktgraph:
G.=GxG'flr G=(V,E,L) und G=(V‘,E*,L’) ist folgendermalien definiert:
V=0 )iv, €V AV eV ALY, = L(V))|

X

E = {((vi,v;),(vk,vl'))e VxV':(vl.,vk)e E/\(v"/.,v,')e E'/\L(vi,vk):L(v;.,v')}

W e
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e Idee: Vergleiche 2 Graphen bzgl. der Anzahl aller Wege, die in beiden
Graphen gelaufen werden kénnen. Wege sind gleich, wenn man die gleichen
Label und die gleiche Anzahl von Knoten in beiden Wegen beobachten kann.

e Berechnung:
Zahle alle Wege in beiden Knoten auf und vergleiche diese.
e Aber: Wege kénnen unendlich lang sein und Matching ist teuer.

e LOsung: Berechnung mit dem Produktgraphen:
Vel [ oo %]
K6.6)=3 S| =3 fu-aa)],
i,j=1_n=0 ij i,j=1

— Bemerkung: Faktor 0< A < 1 sorgt fur Konvergenz.
— Unter Konvergenz ist der Random Walk Kernel positiv definit.
— (/ist eine Diagonalmatrix mit 1 in der Hauptdiagonale.)

20
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Zeitkomplexitat:

fir 2 Graphen G und G sei n = max(|V],|V‘|)
Berechnung des Produktgraphen:

— Vergleich aller Paare von Kanten: n? potentielle Kanten
— Komplexitat: O(n%)
Invertieren der Adjazenzmatrix:
— Inversion einer n?x n? Matrix : O(n®) (Invertieren ist kubisch)
Laufzeitkomplexitat fiir Berechnung eines Graphvergleichs:
O(n®)
Fazit: Sehr teures Ahnlichkeitsmaf !
(Verfahren kann allerdings auf O(n3) beschleunigt werden
[Vishwanathan et al. 2006] )

21
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Weitere Probleme mit Random Walks
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,Tottering”

e Walk-Kernel erlauben, dass Wege die gleichen Knoten und Kanten
* mehrmals enthalten => durch hin und her Wandern zwischen den
e gleichen 2 Knoten wird die Ahnlichkeit kiinstlich erhéht.

Losungsansatze:

¢ EinfUhren zusatzlicher Knoten-Labels

= Matchende Knoten nehmen ab
= Klassifikationsgenauigkeit steigt

e Verbieten von Zyklen aus 2 Knoten.

= keine Verbesserung
= Tottering tritt auch Giber mehr als 2 Knoten auf

22
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Idee: Einschrankung der Random Walks auf kiirzeste Pfade
(Shortest Path). Hierdurch weniger Teilkomponenten, die zu
vergleichen sind und kein Tottering mehr.

e Berechne die Menge der kirzesten Pfade fir G und G’ separat
e Vergleich der Graphen als Menge aus kiirzesten Pfaden

e Uber Aufsummieren aller Kernel-Werte (ber alle Paare von kiirzesten Pfaden
kann ein Kernel auf Graphen definiert werden.

23
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Berechnung der kiirzesten Pfade:

e Berechnung Uber All-Pair Shortest Path Algorithmus
(Floyd-Warshal Algorithmus: O(n?) )

e Ergebnis definiert eine Matrix D:
d,; falls v,erreichbar vonv,
MShortestPath (G)y =

o  sonst

e Menge der kiirzesten Pfade SD(G) beschreibt Graph G
( unendliche Wege nicht in SD(G) enthalten)

24




@'
N
e | Shortest Path Kernel

GROUP

e Vergleich 2er Graphen lber Convolution Kernel:

KshortestPath (G’ G,) = Z Z k(Sl ’ S2)

5,€SD(G) s,eSD(G")
Bemerkung:

k(s,,s,) ist eine Kernelfunktion auf Pfaden/Wegen
Moglichkeiten: -
— Vergleich der Distanzen
— Berlcksichtigen der Start- und End-Label
— Berlcksichtigen aller Label
Komplexitat: O(n?)

da n? mogliche kiirzeste Pfade, die paarweise verglichen werden mussen. (bei
komplexen Kerneln auf Pfaden hoher !)

25
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Haufig lassen sich Kernel direkt in Distanzen tberfihren, wenn
das von der Anwendung her erforderlich ist.

1. Jeder Kernel impliziert auch ein Distanzmal3:

D(G,G") = K(G,G)+K(G,G")-2-K(G,G")

2. Auch konzeptionell kdnnen viele Ideen direkt Gibertragen
werden:
1. All-Subgraph: Zdhle Anzahl nicht-isomorphe Subgraphen

2. Shortest Path: Vergleich Mengen der kiirzesten Pfade mit einem der
Abstandsmalle aus Kapitel 8.

26
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e Modellierung von Objekten als Graphen erlaubt die Beschreibung von
Beziehungen zwischen Teilobjekten.

e Graphen kdnnen gerichtet sein und gelabelte Knoten und Kanten haben. Als
Label konnen beliebige andere Objektreprasentationen dienen. (Meistens: 1
diskretes Attribut)

e Komplexitdat von Graphen schrankt ihre Anwendbarkeit ein.

e Vergleich Uber topologische Eigenschaften erlaubt die Verwendung von
Beziehungswissen mit vertretbarem Aufwand.

e Topologischer Vergleich arbeitet oft auf Transformation eines Graphen in
weniger komplexe Darstellungen
(z.B. MI-Objekte oder Feature-Vektoren).

e Dabei geht ein Teil der Information verloren.
(z.B. Ungleiche Objekte kénnen Distanz 0 haben.)
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Bisher: Objekte sind iid (idependent and identical distributed)
—> Bedeutung der Objekte hangt nur von ihren Objektwerten ab.
= Es gibt keine gegenseitige Beeinflussung und keine Beziehungen.

Jetzt: Link-Mining
Daten sind durch Beziehungen untereinander verbunden.
Bsp: Wichtigkeit eines Papers wird an Referenzierungen gemessen.

Ein Paper wird als wichtig betrachtet, wenn es in vielen anderen
erwahnt wird. Der Inhalt wird dabei nicht betrachtet.

= Objekte beeinflussen sich gegenseitig

= Modellierung der Daten als grol3er Graph
Objekte sind Knoten und Beziehungen sind Kanten

28
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Frequent Subgraph Mining
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Idee: Finde alle haufigen Subgraphen in Netzwerken.

Anwendungen:

Auftreten von haufiger Subgraphen kann
als topologischer Deskriptor dienen.

Finden typischer Subnetze (Cliquen) in sozialen Netzwerken

Graph-Kompression: Substituieren haufiger Subgraphen durch
neue Knoten => Graph wird kleiner.

Ableiten von Regeln Giber Verbindungen von Personen

29
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Ansatze im Frequent Subgraph Mining
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e fFrequent Subgraph Mining ist éhnlich zum Itemset Mining

— Ausnitzen von Monotonie fur die Kandidatenbildung
=> k Itemset / nur frequent, wenn alle k-1 Itemsets in / auch frequent

analog: Subgraph G mit k Knoten kann nur frequent sein, wenn alle
Subgraphen von G mit k-1 Knoten auch frequent sind

— Generierung von Kandidaten der GroRe k durch Kombination von 2
haufigen Graphen der GroRe k-1.

e Direktes VergréfSern der Graphen um jeweils einen Knoten

— Finde alle Graphen mit k Knoten und erweitere diese um einen weiteren
Knoten => Kandiaten fiir k+1 elementige Graphen

30
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Test auf Gleichheit 2er Subgraphen (Subgraph-Isomorphie !!):

e Entscheidung, ob Kandidat in einem Datenbankgraphen
enthalten ist, ist bereits Subgraph-lsomorphie-Test.

= Es ist wichtig moglichst viele DB-Subgraphen auszuschlieBen bevor wirklich
auf Subgraph-lsomorphie getestet wird.

e Bestimmen des korrekten Supports
Mehrere Gruppen von isomorphen Subgraphen werden getrennt betrachtet

= Support jeder Gruppe fir sich zu niedrig,
aber alle zusammen kénnen frequent sein.

e Vermeidung von doppelten Kandidaten-Subgraphen

Es gibt exponentiell viele isomorphe Subgraphen.

= generiere alle Graphen und streiche alle, die zu einem bereits
vorhandenen Subgraphen isomorph sind.

= generiere nur 1 Subgraphen fir jede Isomorphie-Klasse

31
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FSG [Kuramochi, Karypis 2001]
Geht von Menge von gelabelten, ungerichteten Graphen aus.

Idee: Erweiterung des Apriori-Algorithmus
zum ltemset Mining auf Graphen.

e Darstellung der Graphen als Adjazenz-Listen I
e |somorphe Graphen entsprechen

den Permutationen der Adjazenz-Listen
L2 ({3114
. . All|A||| Cl||B
= Canoncial Labelling ST
Finde eine eindeutige kanonische Form 2 o[ [[o][[1][lo
fiir jede Isomorphie-Klasse. Sl L
4 {of[[Oj|2]]{O

32
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21314

@/g{@ All|A]l| C||| B
1 # L {o]f{o]||L[]|0

2 |off{o ]l L]|0

l 311 ][|0]]|2

4 1 0[f{o]l2(]]0

oclolw|w )

Sortieren der Spalten nach Grad der Knoten

bilden aller Permutationen

Auslesen der oberen Dreiecksmatrix
Auswahl der lexikografisch kleinsten Zeichenkette

AW | =

(=loleoleole]~])

[»—-ooo>t\>]

[=20 [ e

LMU

# 000112

= eindeutige Zeichenkette reprasentiert jetzt Menge von isomorphen Graphen

Verbesserung durch Gruppieren der Listen nach Knotenlabeln

= verlangt nur noch Permutationen innerhalb jeder Gruppe.

— weniger Permutationen missen getestet werden

33

D
&
DATABAS|

SYSTEMS
GROUP

.| FSG Algorithmus(1)

Vector<Graphmenge> fsg(Graphmenge D, double d)

Graphmenge F1 = Menge aller haufigen Subgraphen mit einer Kante
Graphmenge F2 = Menge aller hdufigen Subgraphen mit zwei Kanten

int k=3

Vector<Graphmenge> frequentSubgraphs;

frequentSubgraphs.add(F1)
frequentSubgraphs.add(F2)

while(frequentSubgraphs.getLastElement()!= {})

LMU

Graphmenge Ck= fsg-gen(frequentSubgraphs.getLastElement());

foreach Graph c € Ck

int anzahl_c_in_D =0;
foreach Graphd € D
if(d.includes(c))
anzahl_c_in_D +4;
if(anzahl_c_in_D<8*|D|)

ck.remove(c);

frequentSubgraphs.add(Ck);

return frequentSubgraphs;

34
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Graphmenge fsg-gen(F)
Graphmenge Ck+1={};
foreach Graph fi1k e F*
foreach Graph f2k e F*
if(f1k.canonicallLabel <= f2k.canonicallLabel)
foreach Edge e € f1k
Graph f1k-1=f1k.remove(e);
if(f1lk-1.isconnected && f2k.includes(f1k-1))
Graphmenge Tk+1 = Alle durch Join von f1k und f2k enstehende Graphen
forech Graph tk+1 € Tk+1
boolean all_tk_frequent = true;
foreach Edge ed etk+1
Graph tk = tk+1.remove(ed);
if(tk.isConnected && tk ¢ FK)
all_tk_frequent = false;
break;
if(all_tk_frequent)
Ck+1.add(tk+1);
return Ck+1
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Im Code enthaltene komplexe Passagen:
1. Subgraph-lsomorphie-Test (g.includes(s))

— notwendig beim Datenbank-Scan im Hauptalgorithmus
— notwendig bei der Kandidatengenerierung:

Test auf gemeinsame k-1 Subgraph
2. Join zweier Graphen auf Basis eines k-1 Subgraphen

= es gibt mehrere mogliche Ergebnisse
= alle missen als Kandidaten in Betracht gezogen werden

Fazit: Algorithmus ist sehr teuer !
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Ideen:

e Erweitere haufige Sugraphen mit k Knoten direkt um 1 Kante.

e Annotation von Graphen durch Tiefensuchbaum (DFS-Code)

e Einschrankung der Kandidatengenerierungedurch ,right-most-only growth”

Ziel:
e Vermeide das Generieren von isomorphen Kandidaten
e Vermeide moglichst viele Isomorphismie-Tests

Verwendete Konzepte:
e DFS-Lexikographische Ordnung
e minimaler DFS-Code (kanonische Annotation eines Graphen)
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Naiver Pattern Growth Ansatz:

S :Menge der frequent Graphs;

g :frequent Subgraph,

DB: Graphdatenbank

MinSup: minimaler Support des SubGraphen

S:={}
GrowPatterns(g,DB, S)

Function GrowPatterns(g,DB,S)
if g € S then return;
else S.insert(g)
EdgeSet E = findAdjacentEdges(DB,g MinSup); // finden aller Kanten in DB die g erweitern kénnen
for each frequent e € E DO //es werden nur Kanten betrachtet die 6fter als MinSup auftreten
g’ = extend(g,e)
GrowPatterns(g‘,DB,S)
end for
end function

Bemerkung:
Finden der Erweiterung sehr teuer und Isomorphie-Test firg € S
Klassen von isomorphen Graphen sollten in findAdjacentEdges nur 1 mal untersucht werden
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Einfiihren eines kanonisches Labelings zur Erkennung isomorphen Graphen
Beschreibe Graph durch Kantenreihenfolge in einem Tiefensuchbaum
(Depth First Search Baum)

vl vl
vl vl
yal
v2 v2 V2 v2
l
v3 v4 v3 v4 v3 v4 v3 v4

Graph g DFS-Biume

Unterscheide Vorwdrtskanten: Erweitern Graph um neuen Knoten
Riickwartskanten: Verbinden bereits vorkommende Kanten

Ein DFS-Tree impliziert Reihenfolge der Kanten in Graph G ( DFS-Code)
Reihenfolge entspricht Tiefensuch-Reihenfolge (v1,v2,..)

Rickwartskanten werden eingefiigt, nachdem Startknoten erreicht wurde
Reihenfolge der Riickwartskanten nach Besuchsreihenfolge der Zielknoten
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Graph kann durch Menge seiner DFS-Trees beschrieben werden
DFS-Tree ist eindeutig durch Kantensequenz DFS-Code gegeben

Darstellung einer Kante: durch (AN 1) :> (0,1,A, u, B)
RN K

h;

Beispiel: DFS-Code O

vl 1,2,AkA
! k 2,3,Ak.B Vorwirtskanten
V12 3,1,B,LA Riickwirtskante
2,LALC

v4
v3

DFS-Lexicographical-Order: Vergleich meherer DFS-Codes

Lexikografischer Vergleich der Kantensequenz
Vergleich der Kanten: Startindex, Zielindex, Startlabel, Katenlabel, Ziellabel.
Durch Ordnung kann man jetzt kanonischen DFS-Code bestimmen:

Kleinster DFS-Code (Min DFS-Code) von G beziiglich DFS-Lexicographical Order

beschreibt Graph G eindeutig.
=> Haben 2 Graphen G,G’ gleiche Min-DFS-Codes < G ist isomorph zu G’
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Idee: Vermeide mehrfache Untersuchung monotoner Kandidaten
= Bilde Kandidaten nach speziellen Regeln

e Right-Most-Only Extension erlaub nur Erweiterungen entlang
des rechtesten Pfades im DFS-Baum der Min-DFS-Code impliziert.

e DFS-Tree:
— Backward-Extension
Verbinde Knoten auf dem rechtesten Pfad mit Riickwartskante
— Forward Extension

Erweitere Graph um einen neuen Knoten. Verbindende Kante beginnt auf
dem rechtesten Pfad.

vl vl vl vl
Al U Tk AT A
v2 v2 v2 V2
v4 v4 v4 va
v3 v3 v3 V3
Backward- Forward-
Extension Extensions
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Pattern Growth Algorithmus, der nur right-most-only Extensions, des minimalen DFS-Tree erlaubt.

GSpan

S :Menge der frequent Graphs;

s :a DFS Code

min_dfs(s): Mininmale DFS-Code von S.

DB: Graphdatenbank

MinSup: minimaler Support des SubGraphen

S:={}
GSpan(s,DB, S)

Function GrowPatterns(g,DB,S)
if s # min_dfs(s) then return;
else S.insert(s)
C:={}
EdgeSet E = findRightMostExtensions(DB,s, MinSup); // finden aller gultigen Erweiterungen minimaler DFS-Trees
C = extend(s,E);
C.sortInLexDFSOrder;
for each frequent s € C DO

GSpan(s,DB,S)

end for

end function
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Finden haufiger Subgraphen ist ahnlich zum Itemset Mining
Aber:

— Menge aller isomorphen Graphen ist grofSer als Menge aller Permuationen
Uber Strings = Isomorphie schwieriger als Itemset- Vergleich.

— Finden kanonischer Labels ist deutlich aufwendiger

— Menge der moglichen Erweiterung eines Graphen ist auch deutlicher
groBer als Erweiterung von Itemsets = Kandidatengenerierung sehr teuer

e FSG: Apriori-basierter Ansatz mit paarweiser
Kandidatengenerierung

e GSpan: Pattern-Growth Ansatz, der momentan als am schnellsten
berichtet wird.
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Ziel: Selektieren und Ranken besonders relevanter und
interessanter Knoten/Subgraphen in groRen Netzwerken.

Aufgaben:
e Ranking der Knoten nach Einfluss
e Suche nach Schlisselknoten

Anwendungen:
e Ranking von Webpages

e Bestimmung von zentralen Personen in sozialen und
Zitationnetzwerken

e Ranking von Kreuzungen in StraBennetzwerken
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Idee: Zentralitat hangt von der Position des Knotens bzgl. der Netzwerkdistanz
(= Kosten des kostenminimalen Pfades) ab.

Sei d(v,t) die Lange des kiirzesten Pfades von v zu t (v,t €V) in G(V,E):
e Closeness Centrality: CC(V):;
2. 4,0

teV
1

e Graph Centrality: C,(v)=—————
max(d(v,1))

Sei o, Anzahl der kirzesten Pfade von s nach t und sei
6.(v) Anzahl kirzeste Pfade von s nach t, die v enthalten.

e Stress Centrality: Cs(V)= Z%(V)

s#EVEtEV

* Betweeness Centrality: ¢ (y)= z o, (V)

s#EVELEV O-S[
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Beispiel: Betrachte Knoten als Router

Bei Ausfall des Routers mit der hochsten Betweenness Centrality, fallen am
meisten direkte Kommunikationsverbindungen aus.

Berechnung: Menge aller kirzesten Pfade lasst sich mit dem Algorithmus von
Floyd-Warshal in O(n?) bzgl. und in O(n?) bzgl. Speicher bestimmen.
Lemma: v liegt genau dann auf einem kiirzesten Pfad von s nach t wenn gilt
d(s,t) = d(s,v)+ d(v,t)
0 wenn d(s,t)<d(s,v)+d(v,t)

= q,(v)z{
o, "0, sonst
= zur Berechnung der Betweeness sind nicht alle Pfade notwendig
= Es existieren schnellere Lésungen:

— O(nm) ohne Kantengewichte

— O(nm+n?log n) mit Kantengewichten

mitn = [V[ und m = [E| fir den Graph G(V,E)
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Grundidee:

e Starte fiir jeden Knoten s einen best-first Suche zu allen anderen Knoten.
Ergebnis ist ein Baum der alle kiirzesten Pfade in s zu allen anderen Knoten t in
G enthalt. (wird auch als Dijkstra-Baum bezeichnet)

e Laufe von jedem Blatt zuriick in Richtung s und zahle die Knoten, die im Baum
hinter jedem Knoten v liegen (c(v)) und die Menge der kirzesten Pfade (o)
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Erlduterungen:
e S: Stack der die Knoten nach Distanz zu Startknoten s aufsammelt

Q: Priority Queue die Knoten nach Distanz zu s verwaltet (best-first search)
e P[v]: Liste mit Vorgangern von v auf kirzesten Pfaden

e d[v]: aktuell kiirzester Pfad vons zu v

e o[v]: Anzahl der kirzesten Pfade vons zu v

o ivl:sei o,m="M dannist S]=5.() =8, = Y Z=-(1+8.(w)
st teV wiveP[w] Gsw

Ablauf:

1. Phase: Algorithmus berechnet Dijkstra-Baum bzgl. aktuellem s

2. Phase: Stack S wird abgebaut und dabei wird die Anzahl der hinter dem Knoten Ziele
nach vorne weitergegeben.
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CB[v] := 0 V veVv if d[w]=d[v]+1l then
for s € V G (w) :=0(w) +o (V)
S:= empty Stack; Plw] .add (v)
P[w] := empty List V wevV; end if
clt] :=0 Vtev; ols]:=1; end for
d(t] :=-1 Vtev; d[s]:0; end while
Q := empty Queue; O[v]:=0; veV;
Q.push (0, s) ; while S not empty do
while Q not empty do w:=S.pop ()’
v = Q.pop(); for veP[w] do
olv]
S.push (V) ; S[v] = §[v]+m'(l+5[w])
foreach neighbor w of v do end for
if d[w] < 0 then if w#s then
dlw]:=d[v]+1; CB[w]:=CB[w]+d[w];
Q.push (d[w],w) end if
end if end while
end for
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PageRank: (S.Brin/B. Page 1996)

wichtige Kompente im Ranking moderner Suchmaschinen.
(in Kombination mit Ankertexten, Abstand, Worthaufigkeit)

Web als stark verbundener, gerichteter Graph G(V,E).
( Betrachtet gesamten Graph aus bekannten Webpages
z.B. alle in Suchmaschine gespeicherten Pages.)

Zufallssurfer macht unendlichen Random-Walk.

Suche: Aufenthaltswahrscheinlichkeit flr Page v
=, Prestige” der Webpage v.
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Berechnung Pagerank 0 11 A
Startverteilung: pO(u)=1/|V | E=100 *_@8

0 1 0
Adjazenzmatrix E C

o L 1L
.. E 2 2
Ubergangsw'keit: L[u,v]= ﬂ L=[1 0 0

Zﬁ Elu, p] 01 0
W'keit fur Zeitpunkt i und Page v: p[v]= ZL[U»V]PH (u)
uelV

Als Vektor aller Knoten: p,=Lp._,
Berechnung liber ,,Power Iterations”: D, < LTpl._l

nach ca. 20-30 Iterationen stabil
Losung fur nicht stark verbundene Graphen: 1. Weglassen von Knoten ohne Links
2. Zufallspriinge auf beliebige Seite
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HITS (Kleinberg 1998): Hyperlink Induced Topic Search
® Betrachte alle Seiten, die fiir Anfrage g relevant sind oder die
mit einer relevanten Seite verlinkt sind (In- und Outlinks).
= G,(V,E,) fir Anfrage q
e Zwei Typen von Webpages:
Hubs: Verlinken auf viele relevante Webpages (Authorities)
Authorities: Werden von vielen guten Hubs verlinkt.
=> Jede Webpage ist zu gewissen Grad sowohl Hub als auch Authority.
Fir Webpage u sei h[u] der Hub-Score und a[u] der Authority-Score.

= 2

Eine gute Authority wird von Ein guter Hub referenziert
vielen guten Hubs referenziert. viele gute Authorities.

000

54




D
&
DATABASE

SYSTEMS
GROUP

Anwendungen im Web Mining

Berechnung von HITS:

S QY

LMU

Vektor aus Authority-Scores aller v eV,

Vektor aus Hub-Scores aller v qu

e Berechnung iiber wechselseitige Iterationen :; — 7 J, (Authorityscore)

Vorgehen:

P wnh e

Bestimme alle relevanten Pages (Rootset).
Bestimme alle Pages, die Rootset verlinken.(Extendedset)
Iteriere Giber Hub- und Authority-Scores (Extended Set)

(Hubscore)

Sortiere Ergebnisse nach Hub-Score, Authority-Score oder Kombination.
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Gegeben: Ein Graph G(V,E) und 2 Knoten v,u € V mit (v,u) ¢E.

Gesucht: Berechne ob der Link (v,u) in Zukunft entstehen wird oder
ob er existiert und nur noch nicht beobachtet wurde.

Beispiele:

e Freundschaftsanfragen in sozialen Netzwerken

e Vorhersage von Kundenbewertung oder Kaufen
(Collaborative Filtering)

unbekannte Proteininteraktionen
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Grundidee: Paare von verlinkten Knoten haben meistens Eigenschaften, die fir
diesen Link verantwortlich sind.

Beispiele:

e Freunde haben haufig ahnliche Interessen.

e Co-Autoren forschen meist in ahnlichen Gebieten.
e Proteine haben komplementare reaktive Zentren

= Links enstehen nicht zufallig sondern durch die Kontakt von Objekten die
komplementare Eigenschaften haben.

= Link Prediction lernet eine Funktion, die aus Paaren von Objektbeschreibungen
die Existenz oder die Starke eines Links vorhersagen

Formal: Sei u,v V und F(v),F(u) ihre Featurebeschreibung, dann versucht Link-
Prediction, die Funktion: (F(v),F(u))-> L zu lernen.

(L ist dabei entweder {link, no link} oder [0,..max_Strength])
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Problem: Bei der Feature-Basierten Vorhersage wird nicht berlcksichtigt, ob die
Knoten Kontakt haben.

Beispiel:
* Personen mit gleichen Interessen lernen sich nicht kenn und verlinken sich
daher nicht.

e Proteine konnen docken, kommen aber in der Natur nicht in den gleichen
Zellen vor.

Losungsansatz: Bericksichtige die Umgebung der Knoten vund uin G.

—> Haben beide Knoten dahnliche Nachbarn wachst die Wahrscheinlichkeit eines
Kontakts und damit einer Verlinkung.

= Beschreibe einen Knoten durch seine Adjanzenzliste im Graphen.

= Wabhrscheinlichkeit/Stirke eines Links kann durch die Ahnlichkeit der
benachbarten Knoten vorhergesagt werden.
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Gegeben: Graph G(V,E) mit Adjazenzmatrix A, des Graphen G(V,E) mit der
Annahme das g;; € E unbekannt sind.

Annahmen:
o die Starke der Links U < A ist unbekannt

e Es gibt einen latenten k-dimensionalen Vektor-Raum mit k < [V/, der die
Eigenschaften der Knoten beschreibt. => f(v) ist ein k-dimensionaler Vektor

e Die Starke eines Links zwischen v und u besteht aus dem linearen Kernel K(u,v)
Vorgehen:
e Suche eine Zerlegung von in eine nxk Matrix B: A'= BB’

sodass L(B)= Z a,;—a;; = Z ‘ai,j _<bi,*’b*,j>

a; ;€A\U a; ,€A\U

2
minimiert wird.

Losung: Gradientenverfahren tiber der Ableitung von L(B).
Anmerkung: Funktioniert auch fiir Two-Node Graphen (Kunde/Produkt)
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e Finde ,dichte” Subgraphen in einem Netzwerk.
e Definitionen fir ,,dicht“:
e Cliguen (Vollstandige Teilgraphen)

e (Quasi-Cliguen (mindstens x % der moglichen Kanten sind
vorhanden)

e relative Dichte zur Umgebung: Jeder Knoten in Teilgraphen G’
hat mehr Links zu Knoten in G’ als zu Knoten in G \ G'.

e Problem: Fast alle Formulierungen fihren zu NP-harten
Suchproblemen => heuristische Losungen sind weit verbreitet.
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e Klasse von Clustering Algorithmen die Datamenge als Graph
betrachtet:

e Objekte = Knoten; Links sind mit Distanzen gelabelt.

e Haufig werde nicht alle Links verwendet: beschranken der Links
auf die k nachsten Nachbarn oder e-Umgebung
=> gerichtete und ungerichtete Graphen moglich

e Clustering Uber weighted k-Mincut: Zerlege Graphen in k
moglichst gleich grole, disjunkte Teilgraphen, wobei die Menge
der durchtrennten Kanten minimert und die Kosten der
getrennten Kanten maximiert werden sollen.

e Problem ist ebenfalls NP-hart.
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o bilde symmetrische Ahnlichkeitsmatrix : S, ; = sim(x, x,)

e Transformiere S in eine Graph Laplacian Matrix L:

D sim(x,x,) if Q=
- k

0 else

1

1
L=1-D?SD? D

i,j

e nach Eigenwertzerlegung von L:

— Eigenvektoren mit Eigenwert O reprasentieren
Zusammenhangskomponenten des Graphen

— Eigenvektoren enthalten lineare Gewichte fir das Bilden eines
Clusterreprasentanten. |DB|

v, :ZEVZ +0,
i=1
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Fazit Graph Mining
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e Graph-Mining bezeichnet viele neue Data Mining Tasks

Ranking wichtiger Knoten
— Link-Prediction
— Dichte-Teilgraphen und Community Detection

Frequent Subgraph Mining

e Clustering kann auch als Graphproblem formuliert werden

— Dichtebasiertes Clustering: Finden von Zusammenhangskomponenten im
Graphen wobei Links einem Ahnlichkeitspradikat entsprechen.

— Spectral Clustering

— weighted k-Mincut Problem: Aufteilen einen Graphen in k Teilgraphen, so
dass alle Teilgraphen moglichst gleich grof$ sind und die Summe der
Gewichte aller ,,durchtrennten” Kanten Minimal wird

63

D
&
DATABASE

SYSTEMS
GROUP

Literatur

LMU

Borgwardt K., Kriegel H.-P.: ,Shortest-path kernels on graphs®. In Proc. Intl.
Conf. Data Mining (ICDM 2005), 2005

Borgwardt K.: ,,Graph Kernels”, Dissertation im Fach Informatik, Ludwig-
Maximilians-Universitat Miinchen, 2007

Bunke, H. : ,,Recent developments in graph matching®. In ICPR, pages 2117—-
2124. 2000

Gartner, T., Flach, P., and Wrobel: ,,On graph kernels: Hardness results and
efficient alternatives.” Proc. Annual Conf. Computational Learning Theory,
pages 129-143, 2003

Wiener, H.: ,Structural determination of paraffin boiling points”. J. Am. Chem.
Soc., 69(1):17-20, 1947

64




D
v
- .
| Literatur

GROUP

e Yan X., Han J.:“gSpan: Graph-based substructure pattern mining”, In ICDM,
2002.

e Kuramochi M., Karypis G.:“Frequent Subgraph Discovery“, In ICDM, 2001

e Brin S., Page L.:“The anatomy of a large-scale hypertextual Web search
engine”, Computer Networks and ISDN Systems, Vol 30, Nr.1-7, S.107-
117,1998

e Kleinberg J. M.:“Authoritative sources in a hyperlinked environment”, Journal
of the ACM,Vol.46, Nr. 5, S. 604-632,1999

e Brandes U.:“A faster Algorithm for Betweenness Centrality”, Journal of
Mathematical Sociology, 25(2):163-177, 2001

65




