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Repetition

• Market-basket analysis

– Find dependencies between items

• Clustering

– Aggregation of „similar“ objects

• Classification

– Mapping of new objects to known groups

• Outlier Detection

– Identify objects with significant dissimilarity
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Outlier

Detection

Online game

Client

Unusual behavior?
Too fast? Too good?
Too much luck?

Popular bot? 
Pattern likely known

Classification

Reoccurring Patterns
Group strategies

Clustering
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Note:   if you use as similarity matrix A the identity matrix => the Quadratic Form   

corresponds to the Euclidean distance

)𝑤𝑖𝑗(
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Zusatz: Distanzfunktionen

• Distanzfunktionen bilden ein Paar von Objekten (x,y) auf einen positiven 
reellen Wert ab: d: 𝑋 × 𝑋 → ℝ0

+

• Eine Funktion, die negative Werte annehmen kann, ist als Distanzmaß 
ungeeignet: Was bedeutet d(x,y) < 0? Gleicher als gleiche Objekte?

• Erfüllt eine Distanzfunktion
• Symmetry: ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑂: 𝑑 𝑝, 𝑞 = 𝑑 𝑞, 𝑝

• Identity of indiscernibles ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑂: 𝑑 𝑝, 𝑞 = 0 ⇔ 𝑝 = 𝑞 (Striktheit+Reflexivität)

• Triangle inequality ∀𝑝, 𝑞, 𝑜 ∈ 𝑂: 𝑑 𝑝, 𝑞 ≤ 𝑑 𝑝, 𝑜 + 𝑑 𝑜, 𝑞

so ist d eine Metrik. Eine Menge X in Verbindung mit einer Metrik 
d nennt man metrischer Raum. 

• Es gibt viele praktisch nützliche Distanzfunktionen, die keine Metriken 
sind.

• Vorsicht: Begriffe werden gerne und oft in der Literatur äquivalent 
genutzt. 
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Zusatz: Distanzfunktionen

• Isodistanz-Linien sind Mengen von Punkten, die den gleichen 
Distanzwert zu einem gemeinsamen Referenzpunkt besitzen:
𝑖𝑠𝑜𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 = 𝑦 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒}

• Einheitskreise sind Spezialfälle mit Distanz 1 um den Referenzpunkt 0 
isodist(0,1)

• Für viele ungewichteten klassischen Distanzfunktionen führt die 
Isodistanzlinie für Distanz 1 (Einheitskreis) auf jeder Achse durch 1

• Manhattan-Distanz: 𝑑𝑀𝐴𝑁 𝑥, 𝑦 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖

isodist𝑀𝐴𝑁( 0
0

,1)={𝑦 | |𝑦1| + |𝑦2| = 1}
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Zusatz: Distanzfunktionen

• Maximums-Distanz: 𝑑𝑀𝐴𝑋 𝑥, 𝑦 = max
𝑖=1..𝑛

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|

isodist𝑀𝐴𝑋( 0
0

,1)={𝑦 | |𝑦1| = 1 ∨ |𝑦2| = 1}

• Gewichtet man Distanzmaße, so verzerrt man die Isodistanzlinien in den 
entsprechenden Dimensionen

• Gewichte kleiner als 1 reduzieren die Wichtigkeit der Dimension. Eine 
Distanz ist weniger signifikant. Dadurch vergrößern sich die Abstände 
der Isodistanzen in dieser Dimension. Der Achsenabschnitt des 
Einheitskreises entfernt sich von 0. 

• Gewichte größer 1 legen mehr Signifikanz auf diese Dimension. Selbst 
eine kleine Distanz hat mehr Einfluss auf den Gesamtabstand und die 
Isodistanzen rücken näher zusammen
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Zusatz: Distanzfunktionen

• Dazu betrachte Aufgabe 2.a.ii)

• Für w = (0.6,0.1) erhält man den Einheitskreis

– 𝑖𝑠𝑜𝑑𝑖𝑠𝑡𝑤−𝑒𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑
0
0
, 1 =

𝑦1
2

𝑦2
2 𝑤1𝑦1

2 + 𝑤2𝑦2
2 = 1 =

𝑦1
2

𝑦2
2 𝑤1𝑦1

2 +𝑤2𝑦2
2 = 1

– Achsenabschnitt 𝑦1 = 0:𝑤2𝑦2
2 = 1 = 0.1𝑦2

2 ⟹ 𝑦2 =
1

0.1
= 3.16

– Achsenabschnitt 𝑦2 = 0:𝑤1𝑦1
2 = 1 = 0.6𝑦1

2 ⟹ 𝑦1 =
1

0.6
= 1.29
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Zusatz: Distanzfunktionen

• Möglichkeit der Normierung

– Um verschiedene Distanzen als Ensemble zu verwenden oder zu 
vergleichen, wird „Gleichwertigkeit“ benötigt

– Meist: Mapping (Normierung) auf [0,1]. 1 entspricht maximal möglicher 
Unterschied (z.B. alle Vektoreneinträge zweier Vektoren ungleich)

– Gewichte bei gewichteten Distanzen müssen angepasst werden

• Bei Hammingdistanz und gegebener Dimension sehr leicht:

– 𝑘𝑙𝑎𝑠𝑠𝑖𝑠𝑐ℎ: 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 = σ𝑖=1
𝑛 ቊ

0 , 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
1 , 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖

– 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑖𝑒𝑟𝑡: 𝑑𝑖𝑠𝑡′ 𝑥, 𝑦 =
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 ቊ

0 , 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
1 , 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖
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Exercise 2

• i)

Sei 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 = 0, 𝑦 = 1

aber: Distanzfunktionen bilden auf ℝ0
+ab! Damit ist diese Funktion keine 

Distanzfunktion.

• ii)

Funktion ist offensichtlich reflexiv, strikt und symmetrisch. Aber 
Dreiecksungleichung wird verletzt: 

Sei 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ, 𝑥 = 0, 𝑦 = 1, 𝑧 = 2
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𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 =෍

𝑖=1

𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 0,1 =෍

𝑖=1

𝑛

(0 − 1) = −1 < 0

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 =෍

𝑖=1

𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 =෍

𝑖=1

𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑧𝑖)
2= (−2)2= 4 > 1 + 1 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑦, 𝑧)
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• iii)

Reflexivität und Symmetrie sind gegeben. Striktheit aber nicht: 

Sei 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, 𝑥 = 0
0
, 𝑦 = 0

1

• iv)

Funktion ist symmetrisch, verletzt aber die Reflexivität:

Sei 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 = 𝑦 = 0
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𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 = ෍
𝑖=1

𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

𝑑𝑖𝑠𝑡
0

0
,
0

1
= 0

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 =෍

𝑖=1

𝑛

ቊ
1 , 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
0 , 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑥 =෍

𝑖=1

𝑛

ቊ
1 , 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
0 , 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖

= 1 ≠ 0
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• v)

Reflexivität, Symmetrie und Striktheit lassen sich einfach zeigen.

Dreiecksungleichung ist ebenfalls gegeben, benötigt aber eine Fallunterscheidung:

Sei 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ.

1) 𝑥 = 𝑦 = 𝑧: 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 = 0 ≤ 0 + 0 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦, 𝑧

2) 𝑥 = 𝑦 ≠ 𝑧: 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 = 1 ≤ 0 + 1 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦, 𝑧

3) 𝑥 ≠ 𝑦 = 𝑧: 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 = 1 ≤ 1 + 0 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦, 𝑧

4) 𝑥 ≠ 𝑦 ≠ 𝑧, 𝑥 = 𝑧: 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 = 0 ≤ 1 + 1 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦, 𝑧

5) 𝑥 ≠ 𝑦 ≠ 𝑧, 𝑥 ≠ 𝑧: 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 = 1 ≤ 1 + 1 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦, 𝑧

Damit können wir für 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ ∈ ℝ𝑛 zeigen:

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑧 = σ𝑖=1
𝑛 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥𝑖 , 𝑧𝑖 ≤σ𝑖=1

𝑛 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 + 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖

=෍

𝑖=1

𝑛

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖 = 𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑦, 𝑧)
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𝑑𝑖𝑠𝑡 𝑥, 𝑦 =෍

𝑖=1

𝑛

ቊ
0 , 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
1 , 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖
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