Data Mining Tutorial
Clusteranalyse — Teil |

Erich Schubert, Arthur Zimek

Ludwig-Maximilians-Universitat Minchen

2015-05-13 — KDD Ubung

g od



Lioyd/Forgy

_ = =
S = N

— NN W kA N3 0O

12345678 9101112

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zentroide neu berechnen:

1~ (6.0,4.3)

1= (5.0,6.4)

u]
o)
1
n
it

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

AN

\¢

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

3

7

12345678 9101112

Zentroide neu berechnen:

1~ (5.0,2.7)

ur=(5.6,7.4)

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

e

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zentroide neu berechnen:

1~ (4.0,3.25)

1~ (6.75,8.0)

u]
o)
1
n
it

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen
Keine Anderung
Konvergenz!

u]
o)
1
n
it

DA



—
(3]

—_ -
S =

MacQueen

— NN W kA N3 0O

12345678 9101112

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zentroide
(z.B.: aus
vorheriger lteration):

[~ (6.0,4.3)

u~(5.0,64)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

AN

®

12345678 9101112

Ersten Punkt zuordnen

DA



MacQueen

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

o

P
Ca

A

I

12345678 9101112

Zweiten Punkt zuordnen

DA



MacQueen

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

o)
N\

A

I

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

1~ (5.0,4.0)

1~ (5.75,7.25)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

Fumy
>/

o)

A

I

12345678 9101112

Dritten Punkt zuordnen

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

(A LAl
~
~

o)

A

I

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

e (4.6,4.0)

u~=(6.7,8.3)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

TR
A ik
>

o)

A

I

12345678 9101112

Vierten Punkt neu

zuordnen

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

3
#)
@
Al
N
#)
D
#)

12345678 9101112

zuordnen

Flnften Punkt neu

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

3

A\
@
AT A
T
A\
T

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

1~ (4.0,3.25)

1~ (6.75,8.0)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

17\
fé
N\
N/
A\
@
AT A
T
A\
T

12345678 9101112

Weitere Punkte neu

zuordnen

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

17\
/
\%

¥/

A\
@
AT A
T
A\
T

12345678 9101112

Weitere Punkte neu
zuordnen
ggf. Weitere Iterationen

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

17\
/
\%

¥/

A\
@
AT A
T
A\
T

12345678 9101112

Weitere Punkte neu
zuordnen

ggf. Weitere Iterationen
Konvergenz

u]
o)
1
n
it

DA



—
(3]

—_
—_

—_
(=)

MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

12345678 9101112

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen Alternativ

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zentroide
(z.B.: aus
vorheriger lteration):

[~ (6.0,4.3)

u~(5.0,64)

u]
o)
1
n
it

DA



—
(3]

MacQueen Alternativ

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Ersten Punkt zuordnen

DA



—
(3]

MacQueen Alternativ

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zweiten Punkt zuordnen

DA



—
(3]

MacQueen Alternativ

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Dritten Punkt zuordnen

DA



—
(3]

MacQueen Alternativ

_—
— N W kA NN 0O O~

e
X
>

12345678 9101112

Vierten Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

17\
@%
N\

®

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

= (4.0,8.5)

1~ (43,6.2)

DA



MacQueen Alternativ

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

(@

®

12345678 9101112

Flnften Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

17\
/
\%

¥/

®

*

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

1~ (10.0,1.0)

ur=(4.7,6.3)

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

17\
/
\%

¥/

&

12345678 9101112

Weitere Punkte neu

zuordnen

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

®
/
\‘:é
@
[ ]
®
®
P
\J

&

12345678 9101112

Weitere Punkte neu
zuordnen

ggf. Weitere Iterationen

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

®
/
\‘:é
@
[ ]
®
®
P
\J

&

12345678 9101112

Weitere Punkte neu

zuordnen

ggf. Weitere Iterationen

Konvergenz

DA



*t

Qualitat

— WA N 1000

+__

1234567 89101112

Erste Losung: TD? = 61%

SSQ(p1,p1) = |4 — 102 + [3.25 — 11> =36 + 5%

$SQ(p1,p2) = |4 =212 +3.25 =3P =4+ L =4k
1

5SQ(p1,p3) = 4 =32+ 325 4P =1+ & =
5SQ(p1,pa) = 4 — 12 +3.25 =52 =9 +3L =
1D?(Cy) = 583

55Q(pa2,ps) = 1675 — 717 + |8 — 71> = & + 1
550(pa,ps) = 16.75 — 6> + |8 =8> = % +0 =
55Q(p2,p7) = 1675 = 71> + |8 — 82 = L + 0
55Q(p2,ps) = 1675 — 717 + |8 — 9> = & +1
() =23

Beachte: SSQ(u,p) = Euclidean(u,p)? = L3(u,p).
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$Q(p1,p1) = 10 = 102 + [1 = 1> =0
11 TD*(Cy) =0

10 SSO(p, pr) ~ 4.7 — 2% + 6.3 — 3|> ~ 18.2
SSO(pa, p3) ~ 4.7 — 3% + 6.3 — 4> ~ 8.2
SSO(p2, ps) ~ |47 — 11> + /6.3 — 5|> ~ 15.4

$S0(pa, ps) = |47 = 71> +16.3 = 7|> ~ 5.7
SSQ(2, p6) ~ 4.7 — 6> + 6.3 — 8|> ~ 4.6
Y SSQ(pa, p7) & 4.7 — 71> + 6.3 — 8> ~ 8.2
@ SSQ(pa, p7) & 4.7 — 71> + 6.3 — 9> ~ 12.6

u* TD?(C,) ~ 72.86
1234567809101112

Erste Lésung: TD? = 614

Zweite Losung: TD? ~ 72.68

Qualitat
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Beachte: SSQ(u,p) = Euclidean(u,p)? = L3(u,p).
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Erste Lésung: TD? = 614

$S0(p1,p2) =12 =27+ [4 =3 =04+1=1
SSQ(u1,p3) = 2 =312 + |4 =42 =140 =1
550(n1,pa) =2 =12+ 4 =52 =14+1=2

TD*(C)) = 4

5502, p1) = [74— 102 +]6.6— 12 = 612 4312 =383
5S0(paps) = 174 = 7> +16.6 — 7> = £ + £ = £
550(p2,p6) = 174 — 61> + 6.6 — 8> = 128 + 1% =32
5SQ(pa,p7) = 174 = 7> +16.6 — 8> = £ + 1% =23
550, ps) = 174 =72 +16.6 — 9> = & + 582 =52
D (Cy) = 502

Zweite Losung: TD? ~ 72.68
Optimale Lésung: TD? = 542

Beachte: SSQ(u,p) = Euclidean(u,p)? = L3(u,p).
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Fazit k-Means Clustering

LMU

Data Mining

Tutorial Merke:

E. Schubert, . . ..

A Zimek » K-means konvergiert nur gegen ein lokales Minimum
Aufgabe 4-1 » K-means ist abhangig von den Startparametern
Lloyd/For . . .. .
Macuumn » K-means nach MacQueen ist reihenfolgeabhangig
MacQueen Alternativ . I
Quait » K-means ist anfallig gegen Rauschen
A;fgabe4_2 » Degenerierte 1-Element “Cluster”

» Dadurch Reduktion von effektivem k

Aufgabe 4-3
Aufgabe 4-4 » K-means minimiert Varianzen, ist also eigentlich nur
ooy fur Euklidische Distanz korrekt (oftmals aber auch

Konvergenz bei anderen Distanzen)

» K-means (nach Lloyd) ist dennoch das beliebteste
Verfahren, da es sehr einfach und schnell ist und mit
geringem Aufwand implementiert werden kann!



Aufgabe 4-2

Sei:

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i.
» TD(M;) = Kosten von Modell M;.

DA



Aufgabe 4-2

Sei:

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i.

» TD(M;) = Kosten von Modell M;.
PAM konvergiert, wenn

TD(M;) = TD(M;; 1)

DA



Aufgabe 4-2

Sei:

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i
» TD(M;) = Kosten von Modell M;.

PAM konvergiert nicht, wenn

Vi e N: TD(M;) > TD(M; 1)

DA



Aufgabe 4-2

Sei:

PAM konvergiert nicht, wenn

Vie N: TD(M;) > TD(Mj1)
Es gibt (}}) mégliche Modelle,

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i.
» TD(M;) = Kosten von Modell M;.

DA



Aufgabe 4-2

Sei:

PAM konvergiert nicht, wenn

Vie N: TD(M;) > TD(M;4,)
Es gibt (})) mégliche Modelle, aber N Iterationen.

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i
» TD(M;) = Kosten von Modell M;.

DA



Aufgabe 4-2

Sei:

PAM konvergiert nicht, wenn

Vie N: TD(M;) > TD(M;4,)
Es gibt () mégliche Modelle, aber N Iterationen

= I <M, =M,

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i.
» TD(M;) = Kosten von Modell M;.

DA



Sei:

PAM konvergiert nicht, wenn
Aufgabe 4-2

Vie N: TD(M;) > TD(M;4,)
Es gibt () mégliche Modelle, aber N Iterationen

= I <M, =M,

= TD(M,,) = TD(M,,)

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach lteration i.
» TD(M;) = Kosten von Modell M;.

DA



Sei:

» M; = Modell (= Menge der Medoide) nach Iteration i
» TD(M;) =

Kosten von Modell M;.
PAM konvergiert nicht, wenn

Aufgabe 4-2 Vi cN: TD(

) > TD(M 1)
Es gibt () mégliche Modelle, aber N Iterationen

= I <M, =M,

= TD(M,,) = TD(M,,)

Wiederspruch!

DA



Aufgabe 4-3

Cluster konnen sein:
» Kugelformig (A)
» Ellipsoid (C)

» Rotierter Ellipsoid (B)

Aber: es ist immer die gleiche Formel!

DA



Aufgabe 4-3

Cluster konnen sein:
» Kugelformig (A)
» Ellipsoid (C)

» Rotierter Ellipsoid (B)

Aber: es ist immer die gleiche Formel!

DA



Aufgabe 4-3

Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) der
multivariaten Normalverteilung:

1
pdf(p, 11, 2) =

e 3 (== p—p))
(2m)]x]

Die wichtigste mehrdimensionale
Verteilungsfunktion!

DA



Aufgabe 4-3

Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) der
multivariaten Normalverteilung:

1
pdf(p, 11, 2) =

e 3 (== p—p))
(2m)]x]

Die wichtigste mehrdimensionale
Verteilungsfunktion!

Das sollten wir uns genauer anschauen!

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

pdf (p, %) = ——

eS|

o3 (=)= ()

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

1
df (p, 4, 22) := —F———=-
pdf(p, p, %) L]
1-dimensionale Normalverteilung
&l o) =
y Uy, O ) i= :
b : Vv (2m)o

o3 (=)= ()

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

1
df (p, u, %) := ———
pdf(p, p, %) L]
1-dimensionale Normalverteilung
(e o) =
9y 70- =
b : Vv (2m)o

4

- e

~3((p—w)"=" (p—n))

()

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

pdf(p 1, 5) = ——

e 3= =T )
(2m)?|x]
1-dimensionale Normalverteilung

1 N
pdf (x,p,0) :=

)
Vv (2m)o

Normalisierung (auf Gesamtvolumen 1!) und quadrierte
Abweichung vom Mittelwert

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

pdf(p 1, 5) = ——

e 3= =T )
(2m)?|x]
1-dimensionale Normalverteilung

1 1 -2
df (x, 1, 0) 1= e~ 3 (=)o (a—p))
pdf (x, p, 0) oo

Normalisierung (auf Gesamtvolumen 1!) und quadrierte
Abweichung vom Mittelwert

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

1
pdf (p, 1, %) = W

1-dimensionale Normalverteilung

e 3= =T )

1
pdf(xa s U) =

o e 2 (o2 (a—p)
2m)o

Mahalanobis-Distanz:

dMahalanobis (X [, 2) := \/(x - :“)TE_I(X — 1)

DA



Aufgabe 4-3

Multivariate Normalverteilung:

pdf(p 1, 5) = ——

e 3= =T )
(2m)?|x]
1-dimensionale Normalverteilung

1
pdf (x, p, 0) ==

o e 2 (o2 (a—p)
2m)o

Mahalanobis-Distanz:

dMahaIanobis(x> 122 2)

(x = )27 (x = )

DA



Aufgabe 4-3

pdf(p, 1, X) =

pdf (x, p,0) ==

dMahaIanobis(x> 122 2)

Was ist die Rolle von ©1?

1-dimensionale Normalverteilung

Multivariate Normalverteilung:

: 1)d| |.e—%(<p—u>Tzl<p—u>)
2m)e|E

: ! = o= (G=mo2 (=)
2m)o

Mahalanobis-Distanz

(x = )27 (x = )

DA



Aufgabe 4-3

Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und auf der
Diagonalen nicht negativ, und konnen daher

normalerweise invertiert werden (es gibt degenerierte

Falle, auch die kann man handhaben!)

DA



Aufgabe 4-3

Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und auf der
Diagonalen nicht negativ, und konnen daher
normalerweise invertiert werden (es gibt degenerierte

Falle, auch die kann man handhaben!)
Die Matrix kann zerlegt werden:
VAVI=2 = vAlyl=x!

wobei V die Eigenvektoren und A die Eigenwerte enthalt.

DA



LMU

Data Mining
Tutorial

E. Schubert,
A. Zimek

Aufgabe 4-1
Lioyd/Forgy
MacQueen

MacQueen Alternativ

Qualitat
Fazit

Aufgabe 4-2
Aufgabe 4-3

Aufgabe 4-4
Beispiel
Berechnung

Multivariate Normalverteilung

Inverse Kovarianzmatrix — X!

Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und auf der
Diagonalen nicht negativ, und konnen daher
normalerweise invertiert werden (es gibt degenerierte
Falle, auch die kann man handhaben!)

Die Matrix kann zerlegt werden:

VAV I=% = vAlyl=xn-!

wobei V die Eigenvektoren und A die Eigenwerte enthalt.
V = Drehung, A = Skalierung?!
(Das ist die Kernidee der Hauptachsentransformation=PCA)



Aufgabe 4-3

_1
Konstruiere Q als w; = 1//Ai = A, 2.

Dann gilt QQ = A~

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; . Dann gilt QQ = A™!

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’
d%/lahalanobis =

(x =)= x - p)

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; . Dann gilt QQ = A™!

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis —

(x = w)"V(V)" (x — )

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis — (x - M)TVQ(VQ)T(x - :U’)

= (V)" (x = ), (VO (x — )

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d%/lahalanobis =(x— M)TVQ(VQ)T(x — j)

= (V)" (x = ), (VO (x — )
= Ly((V)(x = p))?

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis —

(x = w)"V(V)" (x — )

= (V)" (x = ), (VO (x — )
= Ly((V)(x = p))?

L, ist die L,-Norm (Euclidische Distanz d(x,y) = L(x — y)!)

DA



Aufgabe 4-3

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’
d%/lahalanobis =

(x = w)"V(V)" (x — )

= (V)" (x = ), (VO (x — )
= Ly((V)(x = p))?

L, ist die L,-Norm (Euclidische Distanz d(x,y) = L(x — y)!)

Mahalanobis ~ Euclidische Distanz nach PCA!

DA



ysir Daten (lteration 0):

! Duration
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Delay
100
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Beispiel

OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 1):
100

! Duration
6 u I

=

DA



Beispiel

OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 2)
100

! Duration
6 u I

=

DA



Beispiel

OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 3)
100

! Duration
6 u I

=

DA



Beispiel

OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 4)
100
90
80

70

60

! Duration
6 u I

=

DA
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60

50

OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 5)
100
90
80

70

40

! Duration
6 u I

=

DA



Beispiel

OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 6)
100

x
x x %
X
90 x . BX X%
X % oxx %
x ¥ X o
x x XX X
B bie
80 X 3
x % e
x xg« X xR
x xR x
xx %
70 =
x
X X
x  x
60
50
40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I

=

DA
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 7)
100
90
80

70

40

! Duration
6 u I

=

DA
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 8)
100

x
x x %
x
90 x . RX X
4 X X oxx
P " o
x x XX B
B bie
80 x X% -
x % X X A
xFRBEE g X
X ox X xR x
xx xx
70 -
x
X X
x  x
60
50
40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I

=

DA
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 9)
100

x
x x %
x
90 x . RX X%
4 X X oxx
x ¥ X o
x x XX B
B bie
80 x X% -
P X A
Prats ol S
X x X xR x
xx xx %
70 -
x
X X
x  x
60
50
40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I

=

DA
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 10)
100

x
x x X
x
90 x o BX X%
4 X X oxx
x ¥ X o
x x XX B
B bie
80 x X% -
x = X X A
Prats ol S
X ox X xR x
xx xx
70 -
x
X X
x  x
60
50
40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I

=
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 11)
100

x
x x %
x
90 x o BX X%
4 X X oxx
x ¥ X o
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g bie
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X ox X xR x
xx xx
70 -
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X X
x  x
60
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40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I
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DA
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 12)
100

x
x x X
x
90 x o BX X%
4 X X oxx
x ¥ X o
x x XX B
g bie
80 x X% -
x = X X A
Prats sl S
X ox X xR x
xx xx %
70 -
x
X X
x x
60
50
40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I

=
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OIdDellzeithfuI Geysir Daten (Iteration 13)
100

x
x x X
x
90 x o BX X%
4 X X oxx 3
x ¥ X o
x x XX B
g bie
80 x X% -
x = X X A
Prats ot S
X ox X xR x
xx xx
70 -
x
X X
x  x
60
50
40 + +
1 4 5

! Duration
6 u I

=
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Berechnung

A B C
prob ]0.043075/0.010087|0.016365
e size 30% 20% 50%
score (0.012922]0.002017|0.008182
f‘/!k sum dividiert durch 0.023122
S \ weight|~ 55.9%| ~ 8.2% |~ 35.4%

Punkt p gehort primar zu Cluster A!
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