Data Mining Tutorial
Clusteranalyse — Teil |

Erich Schubert, Arthur Zimek

Ludwig-Maximilians-Universitat Minchen

2013-05-03 — KDD Ubung

g od



Induzierte Metrik

Gegeben eine Pseudo-Metrik d auf der Menge A:
d:AxA—R].
Definiere die Aquivalenzrelation ~ so dass
x~y<&dxy) =0.
Sei A~ die Menge der Aquivalenzklassen von A bzgl. ~.

d~ A~ x A~ - RY
mit d™ (x~,y~) = d(x,y)
Eigenschaften?

DA



Induzierte Metrik

Gegeben eine Pseudo-Metrik d auf der Menge A:
d:AxA—R].
Definiere die Aquivalenzrelation ~ so dass
x~y<&dxy) =0.
Sei A~ die Menge der Aquivalenzklassen von A bzgl. ~.

d~ A~ x A~ - RY
mit d™ (x~,y~) = d(x,y)

Eigenschaften? Wohldefiniert?

DA



Induzierte Metrik

Zu zeigen: fur alle z € x™, w € y™ gilt d(z,w) = d(x,y).

DA



Induzierte Metrik

Da z € x™~ und w € ¥y~ haben wir per Definition

¥ =x~undd(z,x) =0
w™~ =y~ undd(w,y) =0

Zu zeigen: fur alle z € x™, w € y™ gilt d(z,w) = d(x,y).

DA



Induzierte Metrik

Da z € x™~ und w € y~ haben wir per Definition:

¥ =x~undd(z,x) =0
w™~ =y~ undd(w,y) =0

Zu zeigen: fur alle z € x™, w € y™ gilt d(z,w) = d(x,y).

Durch 1x anwenden Dreiecksungleichung erhalten wir:

d(z,w) <d(z,x) +d(x,w)
d(x,y) <d(x,z) + d(z,y)

DA



Induzierte Metrik

Da z € x™~ und w € y~ haben wir per Definition:

¥ =x~undd(z,x) =0
w™~ =y~ undd(w,y) =0

d(z,w) <
<

d(z,x) +d(x,y) + d(y,w)
d(x,y) <d(x

,2) +d(z,w) +d(w,y)

Zu zeigen: fur alle z € x™, w € y™ gilt d(z,w) = d(x,y).

Durch 2x anwenden Dreiecksungleichung erhalten wir:

DA



Induzierte Metrik

Da z € x™~ und w € y~ haben wir per Definition:

¥ =x~undd(z,x) =0
w™~ =y~ undd(w,y) =0

d(z,w)

Zu zeigen: fur alle z € x™, w € y™ gilt d(z,w) = d(x,y).

Durch 2x anwenden Dreiecksungleichung erhalten wir:

<
X

<d(z,x) +d(x,y) +d(y,w)
d(x,y) <d(x,z) +d(z,w) +d(w,y)

=d(x,y)
=d(z,w)

DA



Induzierte Metrik
LMU

Data Mining . . H
Tutorial Zu zeigen: fur alle z € x™, w € y~ gilt d(z, w) = d(x,y).
E. Schubert, . .
A. Zimek Da z € x™ und w € y~ haben wir per Definition:
Aufgabe 2-1
Induzierte Metrik ZN = )CN und d(Z,.x) = 0
Beispiel
Aufgabe 2-2 w™ =y~ undd(w,y) =0
Aufgabe 2-3

Lloyd/Forg; . . .
Macusen Durch 2x anwenden Dreiecksungleichung erhalten wir:
MacQueen Alternativ

Qualitat
Fazit

d(z,w)
d(x,y)

d(Z,x) +d(x,y) +d(y7 W)
d(x,z) +d(z,w) +d(w,y)

d(x,y)

<
< d(z,w)

= Distanzberechnungen auf den Aquivalenzklassen
wohldefiniert: egal welchen Reprasentanten wir wahlen, es
kommt das gleiche Ergebnis fur d~ heraus.



Induzierte Metrik

Zu zeigen (Striktheit): d~(a™,0~) =0 = a~ = b~

DA



Induzierte Metrik

Zu zeigen (Striktheit): d~(a™,0~) =0 = a~ = b~

d~(a~,b~)=0
=d(a,b) =0
=an~Db

=a" =b"

DA



Induzierte Metrik

Zu zeigen (Striktheit): d~(a™,0~) =0 = a~ = b~

d~(a~,b™) =0

=d(a,b) =0
=an~Db
=a~ =b~

Reflexivitat, Symmetrie und Dreickecksungleichung folgen
trivial aus den Eigenschaften von d!

DA



| Datensatz ID | x | y || DatensatzID | x | y |

1 0|11 4 111
2 1115 2|2
3 0|11 6 3|3

euclidyy ((r1,x1,¥1), (r2,x2,¥2)) = \/(xl —x2)2+ (y1 —y2)?

DA



euclidyy ((r1,x1,¥1), (r2,x2,¥2))

| Datensatz ID | x | y || DatensatzID | x | y |

1 0|11 4 111
2 11115 2|2
3 0|11 6 3|3

Euklidische Distanz auf X x Y. Metrik auf R? ~ X x Y,
aber nur eine Pseudo-metric auf Datensatz ID x X x Y.
“Duplikate” haben eine Distanz von 0!

_ y2)2




Aufgabe 2-2

Cluster konnen sein:
» Kugelformig (A)
» Ellipsoid (C)

» Rotierter Ellipsoid (B)

Aber: es ist immer die gleiche Formel!

DA



Aufgabe 2-2

Cluster konnen sein:
» Kugelformig (A)
» Ellipsoid (C)

» Rotierter Ellipsoid (B)

Aber: es ist immer die gleiche Formel!

DA



Aufgabe 2-2

Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) der
multivariaten Normalverteilung:

1
pdf(p, 11, 2) =

e 3 (== p—p))
(2m)]x]

Die wichtigste mehrdimensionale
Verteilungsfunktion!

DA



Aufgabe 2-2

Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) der
multivariaten Normalverteilung:

1
pdf(p, 11, 2) =

e 3 (== p—p))
(2m)]x]

Die wichtigste mehrdimensionale
Verteilungsfunktion!

Das sollten wir uns genauer anschauen!

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

pdf (p, 1, %) = ——

eS|

o3 (=)= ()

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

1
df (p, 4, 22) := —F———=-
pdf(p, p, %) L]
1-dimensionale Normalverteilung
(e o) =
y Uy, O ) i= :
b : Vv (2m)o

o3 (=)= ()

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

1
df (p, u, %) := ———
pdf(p, p, %) L]
1-dimensionale Normalverteilung
(e o) =
9y 70- =
b : Vv (2m)o

4

- e

~3((p—w)"=" (p—n))

()

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

pdf(p 1, 5) = ——

e 3= =T )
(2m)?|x]
1-dimensionale Normalverteilung

1 N
pdf (x,p,0) :=

)
Vv (2m)o

Normalisierung (auf Gesamtvolumen 1!) und quadrierte
Abweichung vom Mittelwert

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

pdf(p 1, 5) = ——

e 3= =T )
(2m)?|x]
1-dimensionale Normalverteilung

1 1 -2
df (x, i, 0) 1= e~ 3 (=)o (a—p))
pdf (x, p, 0) oo

Normalisierung (auf Gesamtvolumen 1!) und quadrierte
Abweichung vom Mittelwert

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

1
pdf (p, 1, %) = W

1-dimensionale Normalverteilung

e 3= =T )

1
pdf(xa s 0') =

o e 2 (o2 (a—p)
2m)o

Mahalanobis-Distanz:

dMahalanobis(X; [, 2) := \/(x - :“)TE_I(X — 1)

DA



Aufgabe 2-2

Multivariate Normalverteilung:

pdf(p 1, 5) = ——

e 3= =T )
(2m)?|x]
1-dimensionale Normalverteilung

1
pdf (x, p, 0) ==

o e 2 (o2 (a—p)
2m)o

Mahalanobis-Distanz:

dMahaIanobis(x> 122 2)

(x = )27 (x = )

DA



Aufgabe 2-2

pdf(p, 1, X) =

pdf (x, p,0) ==

dMahaIanobis(x> 122 2)

Was ist die Rolle von ©1?

1-dimensionale Normalverteilung

Multivariate Normalverteilung:

: 1)d| |.e—%(<p—u>Tzl<p—u>)
2m)e|E

: ! = o= (G=mo2 (=)
2m)o

Mahalanobis-Distanz

(x = )27 (x = )

DA



Aufgabe 2-2

Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und auf der
Diagonalen nicht negativ, und konnen daher

normalerweise invertiert werden (es gibt degenerierte

Falle, auch die kann man handhaben!)

DA



Aufgabe 2-2

Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und auf der
Diagonalen nicht negativ, und konnen daher
normalerweise invertiert werden (es gibt degenerierte

Falle, auch die kann man handhaben!)
Die Matrix kann zerlegt werden:
VAVI=2 = vAlyl=x!

wobei V die Eigenvektoren und A die Eigenwerte enthalt.

DA



LMU

Data Mining
Tutorial

E. Schubert,
A. Zimek

Aufgabe 2-1
Induzierte Metrik
Beispiel

Aufgabe 2-2

Aufgabe 2-3
Lioyd/Forgy

MacQueen

MacQueen Alternativ

Qualitat
Fazit

Multivariate Normalverteilung

Inverse Kovarianzmatrix — X!

Kovarianzmatrizen sind symmetrisch und auf der
Diagonalen nicht negativ, und konnen daher
normalerweise invertiert werden (es gibt degenerierte
Falle, auch die kann man handhaben!)

Die Matrix kann zerlegt werden:

VAV I=% = vAlyl=xn-!

wobei V die Eigenvektoren und A die Eigenwerte enthalt.
V = Drehung, A = Skalierung?!
(Das ist die Kernidee der Hauptachsentransformation=PCA)



Aufgabe 2-2

_1
Konstruiere Q als w; = 1//Ai = A, 2.

Dann gilt QQ = A~

DA



Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

DA



Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’
d%/lahalanobis =

(x =)= x - p)

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; . Dann gilt QQ = A™!

DA



Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis —

(x = w)"V(V)" (x — )

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; . Dann gilt QQ = A™!

DA



Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis — (x - M)TVQ(VQ)T(x - :U’)

= (V)" (x = ), (VO (x — )

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

DA



1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d%/lahalanobis =(x— M)TVQ(VQ)T(x — j)

= (V)" (x = ), (VO (x — )
= Ly((V)(x = p))?

DA



1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis —

(x = w)"V(V)" (x — )

= (V)" (x = ), (VO (x — )
= Ly((V)(x = p))?

L, ist die L,-Norm (Euclidische Distanz d(x,y) = L(x — y)!)

DA



Aufgabe 2-2

y ! =vAaTlvT = va'v! = vo(va)’

d2

Mahalanobis —

(x = w)"V(V)" (x — )

= (V)" (x = ), (VO (x — )
= Ly((V)(x = p))?

Mahalanobis ~ Euclidische Distanz nach PCA!

1
Konstruiere Q als w; = 1/y/A; = A; 2. Dann gilt Q0 = A~

L, ist die L,-Norm (Euclidische Distanz d(x,y) = L(x — y)!)

DA
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Lioyd/Forgy

— NN W kA N3 0O

12345678 9101112

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zentroide neu berechnen:

1~ (6.0,4.3)

1= (5.0,6.4)

u]
o)
1
n
it

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]
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— N W kA NN 0O O~

AN

\¢

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

DA



Lioyd/Forgy

—
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— N W kA NN 0O O~

3

7

12345678 9101112

Zentroide neu berechnen:

1~ (5.0,2.7)

ur=(5.6,7.4)

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

e

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

DA



Lioyd/Forgy

—
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_—
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12345678 9101112

Zentroide neu berechnen:

1~ (4.0,3.25)

1~ (6.75,8.0)

u]
o)
1
n
it

DA



Lioyd/Forgy

—
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— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

DA



Lioyd/Forgy

—
(3]

_—
— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Punkte neu zuordnen

Keine Anderung
Konvergenz!

DA



MacQueen

_ = =
S = N

— NN W kA N3 0O

12345678 9101112

DA



MacQueen
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12345678 9101112

Zentroide
(z.B.: aus
vorheriger lteration):

[~ (6.0,4.3)

u~(5.0,64)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

—
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Ersten Punkt zuordnen

DA



MacQueen
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12345678 9101112

Zweiten Punkt zuordnen

DA



MacQueen
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12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

1~ (5.0,4.0)

1~ (5.75,7.25)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

Fumy
>/

o)
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12345678 9101112

Dritten Punkt zuordnen

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O
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| 2

P
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I

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

e (4.6,4.0)

u~=(6.7,8.3)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

TR
A ik
>
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A

I

12345678 9101112

zuordnen

Vierten Punkt neu

DA



MacQueen
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12345678 9101112

zuordnen

Flnften Punkt neu

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

3

A\
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T
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T

12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

1~ (4.0,3.25)

1~ (6.75,8.0)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O
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/
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12345678 9101112

zuordnen

Weitere Punkte neu

DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

17\
féj
N\
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@
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T
A\
T

12345678 9101112

Weitere Punkte neu
zuordnen
ggf. Weitere Iterationen

u]
o)
1
n
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DA



MacQueen

— NN W kA N3 0O

17\
féj
N\
N/
A\
@
AT A
T
A\
T

12345678 9101112

Weitere Punkte neu
zuordnen

ggf. Weitere Iterationen
Konvergenz

u]
o)
1
n
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MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

12345678 9101112

DA



MacQueen Alternativ

—
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— N W kA NN 0O O~

12345678 9101112

Zentroide
(z.B.: aus
vorheriger lteration):

[~ (6.0,4.3)

u~(5.0,64)

u]
o)
1
n
it

DA



MacQueen Alternativ

—
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12345678 9101112

Ersten Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ

—
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12345678 9101112

Zweiten Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ
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Dritten Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ
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Vierten Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ
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= (4.0,8.5)

1~ (43,6.2)

Zentroide aktualisieren:

DA



MacQueen Alternativ
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Flnften Punkt zuordnen

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O
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12345678 9101112

Zentroide aktualisieren:

1~ (10.0,1.0)

ur=(4.7,6.3)

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O
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/
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12345678 9101112

Weitere Punkte neu

zuordnen

DA



MacQueen Alternativ
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Weitere Punkte neu
zuordnen

ggf. Weitere Iterationen

DA



MacQueen Alternativ

— NN W kA N3 0O

®
/
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@
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®
®
P
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&

12345678 9101112

Weitere Punkte neu

zuordnen

ggf. Weitere Iterationen

Konvergenz

DA



Qualitat

*t

— WA N 1000

+__

1234567 89101112

Erste Lésung: TD? = 614

d*(uy,p) = [4— 107 +3.25 — 1> =36+5L =41 L
P (prpa) =14 —27 + 325 =32 =4+ & =4
F(upy) =4 =3P+ B -4 =14 5 =15
d(pr,pa) = 4= 1P + 1325 =57 =9+ 3% = 124%
TD*(Cy) = 583

P (pa,ps) = 1675 =72+ 8 =72 = L +1=1{%
@(u2,pe) = 16.75 = 61 + 18 = 8> = 15 +0=

P (pa,p7) = 1675 = 7>+ 8 =8> = L +0= L&
d*(p2,pg) = 1675 =72 + 8 =9 = e +1 =1

2 — 93
1D*(Cy) =23

(Hier: sum-of-squares = quadrierte Euklidische Distanz -
mit Manhattan? kommen andere aber dhnliche Zahlen heraus)

o F = = DA



Qualitat

@ (pryp) = 10— 102 + 1 — 1] = 0

11 TD*(Cy) = 0

10 d* (o, p2) & 147 =27 + 163 — 3 = 18.2
3 @ (p2,p3) ~ 147 =31 +16.3 — 4> = 8.2
7 @ (pa,ps) = 4.7 — 12 4163 =5 = 15.4
6 @ | Ppia,ps) & 47 =2 4163 =7 ~ 5.7
5@ @ (2,p6) ~ 47 = 6 +16.3 — 8 ~ 4.6
4 & d2(M2,P7) ~ 4.7 — 7|2 +16.3 — 8|2 ~ 8.2
3@ P (pa,p7) ~ 147 =72 + 163 — 92 & 12.6
2 TD*(C,) ~ 72.86

1 “*_

1234567891012
Erste Lésung: TD? = 614
Zweite Losung: TD? ~ 72.68

(Hier: sum-of-squares = quadrierte Euklidische Distanz -

mit Manhattan? kommen andere aber dhnliche Zahlen heraus)
(=] = = =

DA



Qualitdt

M ws

— WA N 1000

®

123456789101112
Erste Lésung: TD? = 614

Eu,p) =2—2P+4-37=0+1=1
Eu,p) =2=3P+ 44> =14+0=1

P p) =21+ 4-57=1+1=2

TD*(C)) = 4

d*(pa,p1) = [7.4=102+]6.6—1* = 6124315 =38
P (pa,ps) =14 =77 +166 - 77 = £ + £ = &
d* (2, p6) = 74— 6 + (6.6 — 8] =12 +12¢ =323
& (pa,p7) = |74 =717 + 6.6 — 8] = 55 + 138 =25%
& (pa,pg) = |74 = 71> + 6.6 = 9> = & + 588 =53
TD*(C,) = 502

Zweite Losung: TD? ~ 72.68
Optimale Lésung: TD? = 542

(Hier: sum-of-squares = quadrierte Euklidische Distanz -
mit Manhattan? kommen andere aber dhnliche Zahlen heraus)

(=] = = =

DA



Fazit k-Means Clustering

LMU

Data Mining
Tutorial Merke:
E. Schubert, . . ..
A. Zimek » K-means konvergiert nur gegen ein lokales Minimum
Aufgabe 2-1 » K-means ist abhangig von den Startparametern
Induzierte Metrik . . » .
e » K-means nach MacQueen ist reihenfolgeabhangig
GUEE » K-means ist anfallig gegen Rauschen
e » Degenerierte 1-Element “Cluster”
MacQueen » Dadurch Reduktion von effektivem k
MacQueen Alternativ
Qualet » K-means minimiert Varianzen, ist also eigentlich nur

fur Euklidische Distanz korrekt (ggf. aber auch
garantierte Konvergenz bei anderen Distanzen)

» K-means (nach Lloyd) ist dennoch das beliebteste
Verfahren, da es sehr einfach und schnell ist und mit
geringem Aufwand implementiert werden kann!
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