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iMUsE  (yperplick

18. Effizientes Suchen in Mengen
18.1 Vollstandig ausgeglichene bindre Suchb&ume
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iLMUsil  \otivation

e Laufzeitanalyse der Suche (und damit auch Einfligen und Léschen) in
einem einfachen binaren Suchbaum ergab:

e Suche ist auf einen einzigen Pfad beginnend bei der Wurzel beschrankt.
e Maximaler Aufwand ist als®(h), wobeih die H6he des Baumes ist.

e Die HBheh eines bindren Baumes nmitkonten ist durchschnittlich
O(logn), aber maximal gilh = n (wenn der Baum zu einer linearen
Liste entartet).

e Daher haben die Operationen Suchen, Einfigen und Léschen im worst
case eine Komplexitat vod(n).

e Wir brauchten also einen bindren Suchbaum, der auch im schlechtesten
Fall eine logarithmische H6he hat (und nicht zu einer linearen Liste
entarten darf).
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iLMUsiin  \folistandig ausgeglichene bindre Suchbaume

e Diese Baume sind dieollstandig ausgeglichenen binaren Suchbéume

¢ \ollstandig ausgeglichene bindre Suchbdume besitzen unter allen
binaren Suchbaumen die minimale H6he.

e \WlIstdndig ausgeglichene binare Suchbaume sind bindre Suchbaume,
bei denen alle Levels bis auf das unterste vollstandig besetzt sind.

e DerlLeveleines KnotenX ist die Anzahl der Knoten auf dem Pfad von
K zur Wurzel des Baumes.

e DerlLevel leines Baumes umfasst alle Knoten mit Level

e Die HO6heh eines Baumes ist der maximale Level von allen seinen
Knoten.
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Vollstandig ausgeglichene binare Suchbaume:

sLMUmsiis S
Beispiele

Beispiele flr vollstdndig ausgeglichene bindre Suchbaume

n=13 Level 1
2
Hohe 4
3
4
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sLMU miis \Vollstandig ausgeglichene binare Suchbaume:
Hohe

e Die H6he ergibt sich wie folgt:

e Die maximale Anzahl von Knoten in einem vollstandig ausgeglichenen
binaren Baum der Hoheist:

h—1
n= Zz‘ —"_ 1
i=0

Begrindung:
max. 1 Knoten auf Level 1 (Wurzel),
max. 2 Knoten auf Level 2,
max. 4 Knoten auf Level 3,
max. 8 Knoten auf Level 4,

max. 2'~! Knoten auf Leveh.
o Umrechnungh = [log,(n+ 1)].
e Bemerkung: Dglog,(n+ 1)]| = [log,(n)] + 1 gilt h = O(logn).
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sLMU siis \Vollstandig ausgeglichene binare Suchbaume:
Problem

e Problem: Durch eine Einfigung muss im schlechtesten Fall der
gesamte Baum reorganisiert werden.

e Beispiel: Schllssdb einfligen

(E) (D)
© © — (8) (F)

N
N

 Folge: Einfugezeit im schlechtesten Fall ist so@(n).
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iLMUsiin  Bajancierte Suchbaume

e L6sung: Auswahl einer Kompromif3ldsung mit den Eigenschaften:

e Hohe des Baumes ist im schlechtesten Eglbgn).

e Reorganisation bleibt auf den Suchpfad zum einzufligenden bzw. zu
enfernenden Knoten/Schlissel beschrankt und ist damit im worst case in
O(logn) Zeit ausfuhrbar.

e Die Klasse von Suchbaumen, die diese Eigenschaften besitzen, heil3t
Klasse debalanciertenSuchbaume.

Klasse der Suchbaume

Klasse balancierter Suchbaume

Klasse der vollstandig ausgeglicleen
Suchbaume (Hohe =[ log, (n+1)1)
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iMUsE  (yperblick

18. Effizientes Suchen in Mengen

18.2 AVL-Baume

[ty 18 Effizientes Suchen in Mengen 2 AVL-Baume Informatik 2 (SS 07) 729

iLMUsiin  gstryktur von AVL-Baumen

e Ein binarer Suchbaum heiBVL-Baumfalls fur die beiden Teilbaume
IT undrT der Wurzel gilt:

e |N(rT) —h(IT)| <1 (h(T) bezeichnet die Hohe des Baunigs
e T undIT sind ihrerseits AVL-Baume.
e Der Werth(rT) — h(IT) wird alsBalancefaktoBF) eines Knotens
bezeichnet. Er kann in einem AVL-Baum nur die Werte -1, 0 oder 1
(dargestellt durch -, = und +) annehmen.

e AVL-Baume sind ein Beispiel fur eine Klasse balancierter Suchbaume.

e Madogliche Strukturverletzungen durch Einfiigungen bzw. Entfernungen
von Knoten/Schliisseln erfordern Rebalancierungsoperationen.
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iLMU=iin  AVL-Baumen: Beispiel
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iLMU=iis  \inimale Hohe von AVL-Baumen

Lemma
Die minimale Hohe Rin(n) eines AVL-Baumes mit n Schlissel ist

[log,(n+ 1)].

Bewels.
Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass ein AVL-Baum minimaler
Hohe einem vollstdndig ausgeglichenen binaren Suchbaum entspricht.

L]
]
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ilMUsil  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Lemma)

Lemma
Die maximale Hohe ha(n) eines AVL-Baumes mit n Schlissel igta@n).

Der Beweis dieses Lemmas ist etwas schwieriger zu fuhren und erfordert
etwas Vorbereitung.
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iLMUsiln  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Uberlegung

Die maximale HOhe wird realisiert durch eingmnimalenAVL-Baum.
Minimale AVL-Baume sind AVL-Baume, die fur eine gegebene Hbheie
minimale Anzahl von Schlisseln abspeichern.

Minimale AVL-Baume haben (bis auf Symmetrie) folgende Gestalt:

A

Sein, die minimale Anzahl von Schlisseln eines AVL-Baumes der Hbhe
Danngilt: nh=n_1+np_o+1firh>2 ny=0,n; = 1.

Spsterm 18 Effizientes Suchen in Mengen 2 AVL-Baume Informatik 2 (SS 07) 734



ilMUsiln  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Uberlegung

Die minimalen AVL-Baume der Hohem= 0, 1, 2, 3, 4 haben bis auf
Symmetrie folgende Gestalt:

LR R

Die Rekursionsgleichung fiim, erinnert an die Definition der
FibonacciZahlen:

fib(n) = n farn<1
| fib(n—1)+fib(n—2) furn>1
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iLlMUsil  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Hilfssatz 1)

h||0|1|2|3|4|5|6
n ol1l2a|l7]|12] 20
fibh)y [ o]l 1]1]|2]3]| 5 8

Hilfssatz
Es gilt: m, = fib(h+ 2) — 1.

Beweis.

Induktion Gberh

Induktionsanfang: np=0=1—-1=fib(0+2)—-1 /
Induktionsschluss: Induktionsvorraussetzungi = fib(h+ 2) — 1

Nh+Nh—1+1

fib(h+2) — 1+ fib(h+1)—-1+1
fib(h+ 2) +fib(h+ 1) — 1
fib(lh+3) —1

Nhy1 =
V.

[
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ilMUsil  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Hilfssatz 2)

Hilfssatz
Es gilt:
. 1

fib(n) = N (01" — p2").

wobeli JE VB
1 5 1-+5
p1 = T und ¢o = ~ —0,618

2 2
Beweis.
Induktion Gibem (wird hier tibergangen). ]
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iLlMUsil  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Beweis)

Nun sind wir in der Lage, den Beweis des Lemmas zu fuhren:

Beweis
Fur jede beliebige Schlusselzah& N gibt es ein eindeutigdsyadn) mit:

Nhax(n) < N < Niyn)+1-

Mit unserem ersten Hilfssatz folgt:+ 1 > fib(hmna{n) + 2).

Durch Einsetzen (zweiter Hilfssatz) erhalten wir:

1 1 1
n-+ 1 2 . 1hmax(n)+2 _ 2hmax(n)+2 Z . lhmax(n)+2 _ =
7 (¢ 4 ) VA >
<0,62<+/5/2
Und damit: 1 3
- . hmax(n)+2 <n _|_ -
1 o~ .
/5 7 2
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iLlMUsil  Maximale Hohe von AVL-Baumen (Beweis)

Durch Auflésen nachmay(n) ergibt sich:

1 3
Iogm(ﬁ) + hmax(N) + 2 <'log,,, (N + E).

Und fur hmax(n):

hmax(N)

VAN

0g,,,(n+ 3)  (log,( f> 12

log,, (n) + ¢ =log,, (2) - logy(n) + ¢

In2 -log,(n) + ¢, da log,(a) = log,(a)

Ing, log,(b)
1,44-log,(n) + ¢

IA

Q

Die HOhe eines AVL-Baumes ist somit um maximal 44% grof3er als die des
vollstandig ausgeglichenen bindren Suchbaums. Also gilt die Behauptung
hmax(n) = O(logn) (Puh!)
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