1LIMU=iin Uberblick

1. Typen im Uberblick

2. Deklarationen von Typabkiirzungen in SML: type-
Deklarationen

3. Definition von Typen: datatype-Deklarationen
4. Definition von rekursiven Typen

5. Beweisprinzip der strukturellen Induktion

7. Beispiele: Grundlegende Funktionen fiir binédre (Such-)
Baume
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iLMU=iis Wasist eine Menge?
(Wieder holung)

* Die ,,Menge” ist ein grundlegender Begriff der Mathematik zur
Zusammensetzung von Objekten.

» Die Zusammensetzung von Objekten als Menge besitzt weder
Reihenfolge noch irgendeine sonstige Strukturierung der Objekte.

» Die von einer Menge zusammengefassten Objekte werden
,Elemente* dieser Menge genannt.
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iLMU=iis Referenzmenge
(Wieder holung)

* Fine Menge wird immer beziiglich einer ,,Referenzmenge*
definiert, d.h. einer ,,Urmenge*, woraus die Elemente der zu
definierenden Mengen stammen.

* Der Verzicht auf eine Referenzmenge wiirde Paradoxien
ermdglichen, wie etwa das folgende Paradoxon:

— Sa mdie (Pseudo-) Menge, die alle Mengen umfasst, die nicht Element von
sichselbst sind: GiltMm e M7?

— Falls ja, dann gilt nach Definition von M: M ¢ M, ein Widerspruch. |:
— Falls nein, dann gilt nach Definition von M: M € M, ein Widerspruch.

* Die Bedingung, dass keine Menge M definiert werden kann, ohne
eine Referenzmenge festzulegen, schlie3t einen solchen Fall aus.
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iLMU=iin Extensional und intensional
definierte Mengen (Wieder holung)

» Eine Menge wird ,,extensional* (oder ,,explizit) definiert, wenn
ihre Definition aus einer Auflistung ihrer Elemente besteht.

 Beispiel:
{1.0, 23.5, 12.45} ist eine extensional definierte Menge, deren
Referenzmenge R ist.

» Eine Menge wird ,,intensional* (oder ,,implizit) definiert, wenn
thre Elemente durch eine Eigenschaft charakterisiert werden.

 Beispiel:
{x*X | X e N} ist eine intensional definierte Menge, deren
Referenzmenge N ist.
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iLMU=iis Funktionen als Gegenstiick
Intensional definierter M engen

* Funktionen sind in einer Programmiersprache das Gegenstiick zu
intensional definierten Mengen.
* Die Funktion
fun quadrat(x : int) = x * X
driickt in SML die Menge {X*X | X e Z} als Menge moglicher
Ergebniswerte aus.

» Die Datenstruktur ,,Menge®, die es zu implementieren gilt, kann
sinnvollerweise also nur extensional definierte, zudem endliche
Mengen wiedergeben.
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iLMUsiin M engenoper ationen
(Wieder holung)

« Mit dem Begriff ,,Menge* werden die folgenden grundlegenden
Operationen definiert:

Elementbeziehung: €

Vereinigung: M1luM2={x|xe M1V xe M2}

Durchschnitt: M1NM2={x|xe M1Axe M2}

Gleichheit: Zwei Mengen sind gleich, wenn sie genau dieselben

Elemente haben.

Teilmengenbeziehung: M1 ist eine Teilmenge von M2 (M1 ¢ M2), wenn
jedes Element von M1 auch Element von M2 ist.

» Zudem ist die ,,Jleere Menge* eine ausgezeichnete Menge, die
keine Elemente hat.
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iLlMUsiin Wasist eine , Datenstruktur ?

« Unter einer ,,Datenstruktur* versteht man in der Informatik

— eine Darstellung einer mathematischen Struktur (z.B. Mengen, Vektoren
oder Listen) in einer Programmiersprache zusammen mit

— der Implementierung der grundlegenden Operationen dieser Struktur in
derselben Programmiersprache basierend auf dieser Darstellung.
* In einer typisierten Programmiersprache wie SML ist die
Definition eines Typs ein gewdhnlicher Teil der Implementierung
einer Datenstruktur.

 Die Definition eines Typs allein reicht in der Regel nicht aus, weil
damit die grundlegenden Operationen der betrachteten Struktur
noch lange nicht gegeben sind.

In der Praxis besteht die Implementierung einer Datenstruktur
typischerweise aus einem Typ und aus Prozeduren (die nicht immer
Funktionen sind), die sich auf diesen Typ beziehen.

iLMU=iin Die Menge als char akteristische

Funktion
- type ‘a menge = ‘a -> bool;
type ‘a menge = ‘a -> bool
- val ziffer menge : int menge =
fn 0 => true
| 1 => true
I i :: Eii: So eine Funktion, wi.e Qiese aus Kgpitel 8.2,
| 4 => true nennt man charakte.rls.tlsche Funkfuon
(genauer: charakteristisches Pradikat) der
| 5 => true Menge (aller Ziffern).
| 6 => true
| 7 => true
| 8 => true
| 9 => true
| false;
val 21ffer_menge = fn : int menge
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iIMUsiis vereinigung,
durchschnitt

 Die vorhergehende Implementierung gibt die Elementbeziechung
unmittelbar wieder.

* Die Vereinigung und der Durchschnitt lassen sich sehr einfach
realisieren:

- fun vereinigung(ml:‘a menge,m2:‘a menge) =
fn x => ml(x) orelse m2(x);

val vereinigung = fn :‘a menge *‘a menge -> ‘a -> bool

- fun durchschnitt (ml:‘'a menge,m2:‘a menge) =
fn x => ml(x) andalso m2 (xX) ;

val durchschnitt = fn :‘'a menge *‘a menge ->‘a -> bool
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iLlMUmiis Bespiel: string menge

- val M1 : string menge =
fn “ab"“ => true
|  “be“ => true
|  “be“ => true
| _ => false;
val M1 = fn : string menge
- val M2 : string menge =
fn “de“ => true
| “fg“ => true
|  “be“ => true
| _ => false;
val M2 = fn : string menge
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iLMU=iis Anwendung

- vereinigung (M1, M2) ;
val it = fn : string -> bool

- vereinigung (M1, M2) (“be“);

val it = true : bool

- durchschnitt (M1, M2) (“ab") ;
val it = false : bool
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iLMU=iin Gleichheit und
Tellmengenbeziehung

* Diese Implementierung ist zur Implementierung der Gleichheit
(von Mengen) und der Teilmengenbeziehung nicht geeignet.

» Geeigneter ware eine Darstellung, die es ermoglicht, die
Auflistung der Elemente beider Mengen, die auf Gleichheit oder
Teilmengenbeziehung untersucht werden sollen, direkt zu
vergleichen.

* Da die Auflistung im Programm selbst statt in einem
Aufrufparameter vorkommt, ist ein solcher Vergleich in dieser
Implementierung nicht einfach.
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iLMU=iis DieMengealsListe

* Man kann eine extensional definierte, endliche Menge als Liste
darstellen.

* Die Elementbeziechung wird durch das polymorphe Pradikat
member implementiert:

- funmember (x, nil) = false
| member (x, head::tail) = if x = head
then true
else member (x, tail);
val member = fn : ‘‘a * ‘‘a list -> bool

- member (3, [1,2,3,4]);
val it = true : bool
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iLMU=iin Schatzung des Zeitbedarfs

« Der Zeitbedarf einer Uberpriifung einer Elementbeziehung kann so
geschitzt werden:

— Als Schétzung der Problemgrof3e bietet sich die Grof3e (Kardinalitét) der
Menge an.

— Als Zeiteinheit bietet sich die Anzahl der rekursiven Aufrufe des Pradikats
member an.

« Zur Uberpriifung einer Elementbeziehung beziiglich einer Menge
der Kardinalitdt n wird man member bestenfalls ein Mal,

schlechtestenfalls (n + 1) Mal aufrufen.

« Der Zeitbedarf einer Uberpriifung einer Elementbeziehung ist also
schlechtestenfalls O(n).
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iLMU=ii DieVereinigung

* Die Vereinigung wird durch die polymorphe Funktion append
(in SML auch als vordefinierte Infixfunktion ,,@* vorhanden)
implementiert:

- fun append(nil, L) = L
| append(h :: t, L) = h :: append(t, L);

val append = fn : ‘a list * ‘a list -> ‘a list

- append([1,2,3], [4,5]);
val it = [1,2,3,4,5] : int list

* Diese Implementierung der Vereinigung kann fiir manche
Anwendungen ungeeignet sein, welil sie die Wiederholung von
Elementen nicht ausschlieft.
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sLMU=iin Der Durchschnitt

* Der Durchschnitt kann so implementiert werden:

- fundurchschnitt (nil, ) = nil
| durchschnitt(h :: t, L) =
if member (h, L)
then h :: durchschnitt(t, L)
else durchschnitt(t, L);
val durchschnitt = fn : ‘‘a list * ‘‘a list -> ‘‘a list

- durchschnitt ([1,2,3,4], [3,4,5,6]);
val it = [3,4] : int list
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iLMU=iin Die Teilmengenbeziehung

* Die Teilmengenbeziehung kann so implementiert werden:

- funteilmenge (nil, ) = true
| teilmenge(h :: t, L) =
if member (h, L)
then teilmenge(t, L)
else false;

val teilmenge = fn : ‘‘a list * ‘‘a list -> bool

- teilmenge([6,4,2],11,2,8,4,9,6,73,5]1);

val it = true : bool

- teilmenge([4,2,3,1], [3,6,5,4]);
val it = false : bool

Um die Menge zu verdndern, stehen in SML der Konstruktor cons
Epotobae (::) und die vordefinierten Funktionen hd und t1 zur Verfiigung.

iLMU=iis DieMenge alssortierte Liste (1)

* Die eben eingefiihrte Implementierung der Menge setzt NICHT
voraus, dass die Listenelemente in auf- oder absteigender
Reihenfolge sortiert sind.

* Fir eine Sortierung der Elemente braucht man eine Ordnung (d.h.
eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation) iiber der
Referenzmenge.

» Diese Ordnung muss total sein, d.h., dass je zwei beliebige
Elemente in der einen oder anderen Richtung zueinander in
Relation stehen.

* Wenn das im Folgenden angenommen wird, bleibt zu untersuchen,
ob eine Sortierung der Elemente (nach der Ordnung der
Referenzmenge) von Vortelil ist.
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iLMU=iis DieMenge als sortierte Liste (2)

 Sind die Elemente nach aufsteigenden (bzw. absteigenden) Werten
sortiert, so kann die sequenzielle Suche durch die Liste, die das
Priadikat member durchfiihrt, abgebrochen werden, sobald ein

Listenelement gefunden wird, das grof3er (bzw. kleiner) als das
gesuchte Element ist.
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sLMUmiin VVerbesserte Suchein ener
aufsteigend sortierten Liste

- fun member sort(x, nil) = false

| member sort(x, h::t) =
if x < h
then false
else 1f x = h
then true
else member sort(x, t);
val member sort = fn : int * int list -> bool
 Schlechtestenfalls wird mit member sort und einer sortierten
Liste sowie member und einer beliebigen Liste die Liste ganz
durchlaufen.
* Die Suche mit member sort und einer sortierten Liste bendtigt
eine Zeit, die O(n) ist (wenn n die Lange der Liste ist).
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sLMUmsiin Ermaoglicht eine Sortierung der Elemente eine
effizienter e Suche als die sequenzielle Suche
Mit member sort?

* Beispiel Telefonbuch:

Wenn man im Telefonbuch nach der Telefonnummer eines Herrn
Zimmermann sucht, schldgt man es am Ende auf, fiir die Nummer
einer Frau Ackermann am Anfang und fiir die Nummer eines
Herrn Klein in der Mitte usw.

* Der Bereich der moglichen Namen ist bekannt:
Alle Namen fangen mit einem Buchstaben zwischen A und Z an.

* Die Verteilung der Namen ist ebenfalls einigermal3en bekannt:
Deutsche Familiennamen fangen haufiger mit K oder S an als mit
I, N oder O.

» Man kann also ziemlich schnell in die Nidhe des gesuchten Namen
kommen.
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iLMUmiis Korrektheit der Uberlegung

« Die Annahme, dass die Uberpriifung der Elementbeziehung in
einer sortierten Liste schneller erfolgen kann als in einer
unsortierten Liste ist inkorrekt:

Eine Liste (sortiert oder unsortiert) kann immer nur linear von
ihrem ersten Element an durchlaufen werden.

 Die Darstellung der endlichen, extensional definierten Menge als
sortierte Liste wiirde also schlechtestenfalls (wie im Falle der
Suche nach dem Namen Zimmermann im Telefonbuch) keinen
Vorteil gegeniiber der Darstellung als unsortierte Liste bringen.

* Die Verwendung von sortierten Listen hitte sogar einen grof3en
Nachteil:

Den Aufwand fiir die Sortierung der Elemente.
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iLMU=iin Die Menge als bindrer Suchbaum

 Das Prinzip soll am Beispiel des Telefonbuchs erldutert werden.

» Dazu muss das Beispiel verallgemeinert werden:

— Der vom Telefonbuch abgedeckte Namensbereich ist unbekannt (es ist z.B.
nicht sicher, dass es fiir jeden moglichen Anfangsbuchstaben Namen gibt).

— Die Namensverteilung kann vollig beliebig sein.

— Man kann zusitzlich annehmen, dass das Buch statt Namen (und
Telefonnummern) lediglich ganze (negative sowie positive) Zahlen enthélt,
die beliebig klein oder grof3 sein konnen.

* Eine gegebene Zahl findet man am schnellsten dadurch, dass man
das Buch (ungeféhr) in seiner Mitte aufschldagt und das Verfahren
im linken oder rechten Buchteil (rekursiv) wiederholt, je nach
dem, ob die Zahl in der Mitte des Buches grof3er oder kleiner als
die gesuchte Zahl ist.
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sLMUmiin Nicht-leerer binarer Suchbaum

(1)

 Diese Suche ldsst sich anhand von nichtleeren Binarbaumen
implementieren, wenn nicht nur die Blétter Zahlen (oder sonstige
Werte) beinhalten (oder damit ,,markiert* sind), sondern auch die
sonstigen Knoten:

- datatype binbaum3 = Blt of int
| Knt of binbaum3 * int * binbaum3;
datatype binbaum3 = Blt of int

| Knt of binbaum3 * int * binbaum3

 Dieser Datentyp schlie3t die leere Menge aus (fiir manche
Anwendungen kann das ungeeignet sein).
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sLMU=iis Nicht-leerer binarer Suchbaum

(2)

- val bl = Knt(B1lt(8),12,Blt(15)) ;
val bl = Knt (Blt 8,12,Blt 15) : binbaum3

- val b2 = Knt (B1lt(32),45,B1lt (50)) ;
val b2 = Knt (Blt 32,45,Blt 50) : binbaum3

- val b3 = Knt(bl,21,b2);
val b3 = Knt (Knt (Blt #,12,Blt #),21,Knt (Blt #,45,Blt #))
: binbaum3

» Das Zeichen # wird in der gedruckten Mitteilung verwendet, um

diese zu kurzen.

 Diese Kiirzung betrifft nur die gedruckte Mitteilung und nicht den
in der Umgebung gespeicherten Wert des Namens b3.
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sLlMUsiin Graphische Darstellung von b3

21

N\
SN SN

* In diesem Baum gilt fiir jeden Knoten, dass alle Markierungen im
linken Teilbaum kleiner sind als die Markierung des Knotens und
alle Markierungen im rechten Teilbaum grofBer.
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iLMU=iin VVerbesserung des,, nicht-leeren”
binaren Suchbaums

* Bindrbaume vom Typ binbaum3 haben den Nachteil, nicht alle
endlichen Mengen sortiert darstellen zu konnen.

 Beispiel:
Die Mengen {1, 2} und {1, 2, 3, 4} konnen nicht als Bindarbaume
vom Typ binbaum3 dargestellt werden.

 Tatsdchlich kann man unter Anwendung der strukturellen
Induktion beweisen, dass jeder Bindrbaum vom Typ binbaum3
eine ungerade Anzahl von Knotenmarkierungen hat.
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iIlMU=iin Beweais

» Basisfall:

Ein Bindrbaum der Gestalt B1t (W) hat genau eine Knotenmarkierung, also
eine ungerade Anzahl von Knotenmarkierungen.

* Induktionsfall:

Seien B1 und B2 zwei Bindrbdume vom Typ binbaum3 und W eine ganze
Zahl.

e Induktionsannahme:

B1 und B2 haben jeweils eine ungerade Anzahl von Knotenmarkierungen.

Der Bindrbaum Knt (B1,W,B2) hatk= |B1| + 1+ |B2|
Knotenmarkierungen.

Da |B1| ungerade ist, gibtesn, € N mit [B1|=2 * n, + 1.
Da |B2 | ungerade ist, gibtesn, € N mit |B2| =2 * n, +1.
Also k= (2 * n, +1)+1+(2 * n, +1) =2 *(n, + n, +1)+1, d.h. Kist ungerade.

ged.
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iIMU=iis binbaum4

1)

* Der Typ binbaum4 beseitigt den Mangel der Bindrbaume vom
Typ binbaum3:

- datatype binbaum4 = Kntl of int
| Knt2 of int * int
| Knt3 of binbaum4 * int * binbaum4;
datatype binbaum4 = Kntl of int
| Knt2 of int * int
| Knt3 of binbaum4 * int * binbaum4
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iIMU=iis binbaum4

(2)

- val c0 = Knt2(1,2);
val c¢c0 = Knt2 (1,2) : binbaum4

- val cl = Knt3(Kntl(1l),2,Knt2(3,4));
val ¢l = Knt3 (Kntl 1,2,Knt2(3,4)) : binbaum4

- val c2 = Knt3(Knt2(1,2),3,Kntl1(4));
val ¢c2 = Knt3 (Knt2 (1,2),3,Kntl 4) : binbaumé4

- val d = Knt3 (Knt2(1,2),3,Knt3(Kntl1(4),5,Kntl1(6)));
val d = Knt3 (Knt2(1,2),3,Knt3(Kntl #,5,Kntl #))

binbaum4

2 %‘?@?ﬁfﬁ Kapitel 8: Abstraktionsbildung mit neuen Typen 102




sLlMUsiin Graphische Darstellung von ¢1, c2

und 4
/\ /\
/o

e c1 und c2 sind die zwei Moglichkeiten, die Menge {1, 2, 3, 4} als
bindrer Suchbaum vom Typ binbaum4 darzustellen.

/\
AWAN

* Der Bindrbaum d kann so dargestellt werden:
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sLMUmsiin Suchein einem binaren Suchbaum
vom Typ binbaum4

- val bl = Knt3(Kntl(8),12,Kntl1(15));
val bl = Knt3 (Kntl 8,12,Kntl 15) : binbaum4

- val b2 = Knt3 (Kntl(32),45,Kntl1(50)) ;
val b2 = Knt3 (Kntl 32,45,Kntl 50) : binbaum4

- val b3 = Knt3(bl,21,b2);
val b3 = Knt3 (Knt3 (Kntl #,12,Kntl #),21,
Knt3 (Kntl #,45,Kntl #)) : binbaum4

SN
NN

32 50
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iLMU=iir Suche nach 25 (bzw. 32)
INb3 (1)

* Da25>21 (bzw. 32 > 21) ist, wird die Suche im rechten
Teilbaum b2 von b3 fortgesetzt.

* Da 25 <45 (bzw. 32 <45) ist, wird die Suche im linken Teilbaum
Kntl (32) von b2 fortgesetzt.

* Da 25 # 32 ist, terminiert die Suche erfolglos (bzw. da 32 = 32 ist,
terminiert die Suche erfolgreich).

SN
NN

32 50
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iLMU=iir Suche nach 25 (bzw. 32)
INb3 (2)

» Das Verfahren ist nur sinnvoll, wenn die Knotenmarkierungen so

sortiert sind, dass fiir jeden Haupt- oder Teilbaum der Gestalt
Knt2 (Markierungl,Markierung?2) gilt:

Markierungl < Markierung?2

und fiir jeden Haupt- oder Teilbaum der Gestalt

Knt3 (LBaum, Markierung, RBaum) fiir jeden Knoten K1 im
linken Teilbaum LBaum und fiir jeden Knoten Kr im rechten
Teilbaum RBaum gilt:

Kl < Markierung < Kr
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iLMU=iin Eine mogliche Implementierung
iIn SML

- funsuche(x, Kntl1(M)) = (x M)
| suche (x, Knt2 (M1, M2)) (x = M1) orelse (x = M2)
| suche (x, Knt3(LBaum, M, RBaum))
if x = M
then true
else 1if x < M
then suche (x, LBaum)
else suche(x, RBaum) ;
val suche = fn : int * binbaum4 -> bool

- suche (25, b3);
val it = false : bool

- suche (32, b3);
val it = true : bool

- suche (4, d);
val it = true : bool
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iLMUmiin Zeitbedarf der Suchein einem
binaren Suchbaum

 Als Problemgrof3e bietet sich die Anzahl der Knotenmarkierungen
an, d.h. die Kardinalitit der Menge, die der binidre Suchbaum
darstellt.

» Als Zeiteinheit bietet sich die Anzahl der Knoten an, die besucht
werden, bis eine Antwort geliefert wird.

» Die Suche nach einer Zahl in einem bindaren Suchbaum nimmt die
folgenden Zeiten in Anspruch:
— 1 Zeiteinheit, wenn der Bindrbaum die Gestalt Knt1 (M) hat (d.h. aus
einem Blatt besteht),
— 2 Zeiteinheiten, wenn der Bindrbaum die Gestalt Knt2 (M1, M2) hat (d.h.
nur eine einzige Kante enthilt),
— hochstens die Anzahl der Knoten entlang eines langsten Astes des Baumes.
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ilMUsiin Ausgeglichenheit ist vorteilhaft

* Eine Suche in einem bindren Suchbaum hat also die besten Zeiten,
wenn die Aste des Baumes alle gleich lang sind.

« Lingenunterschiede von einem Knoten zwischen zwei Asten eines
Bindrbaumes konnen aber nicht vermieden werden, sonst hitten
alle nichtleeren Bindrbdume eine ungerade Anzahl an
Markierungen (d.h. an Knoten).

Definition (Ausgeglichener Baum)
Ein Bindrbaum vom Typ binbaum4 heil}t ,,ausgeglichen®, wenn

sich die Lingen zweier beliebiger Aste dieses Baumes um
hochstens 1 unterscheiden.
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iLMUsiin Die Tiefe eines Baums

Definition (Tiefe)

Ein Knoten Kk eines Baumes hat die Tiefe t, wenn der Pfad von der
Waurzel nach k in dem Baum t Knoten enthilt.

Die Tiefe eines Baumes ist die maximale Tiefe eines seiner Knoten.
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iLlMUsiin Eigenschaften ausgeglichener
Binarbaume

Satz A

Die Liange eines Astes eines ausgeglichenen Bindrbaums vom Typ
binbaum4, der n Knoten hat, ist O(In n).

» Aus dem Satz A folgt, dass die Suche in einem ausgeglichenen
Binidrbaum die Zeitkomplexitdt O(In n) hat, wenn n die
Kardinalitat der Menge ist.

» Der Satz A folgt aus der folgenden Beobachtung:

Satz B
Ein ausgeglichener Bindrbaum der Tiefe t kann bis zu 2! Knoten mit
Tiefe t haben.
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sLMUmsiin [nduktiver Beweisvon Satz B

 Basisfall:

Die Aussage gilt fiir Bindrbaume der Tiefe 0 und 1.
* Induktionsfall:

Seite N
 Induktionsannahme:

Ein ausgeglichener Baum der Tiefe t kann bis zu 2! Knoten mit Tiefe t haben.

Ein Bindrbaum der Tiefe t + 1 besteht aus einer Wurzel mit zwei Nachfolgern,
die die Wurzeln von Teilbdumen maximal der Tiefe t sind.

Jeder dieser Teilbdume kann nach Induktionsannahme bis zu 2t Knoten mit
Tiefe t in dem jeweiligen Teilbaum haben.

Diese Knoten sind genau die Knoten mit Tiefe t + 1 im gesamten Baum,
zusammen sind es also bis zu 2 *(2!) = 2t*! Knoten.
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sLMU=iis Beweisvon Satz A

Aus dem Satz B folgt, dass ein ausgeglichener Bindrbaum der
Tiefe t maximal 20 + 21 + ... + 2t=2%1 — ] Knoten hat.

» Ebenso kann man zeigen, dass ein ausgeglichener Bindrbaum der
Tiefe t minimal 2! Knoten hat.

 Hat also ein ausgeglichener Bindrbaum n Knoten, so gilt:
2t—1<n< 2t -]
wobel t die Tiefe des Baumes ist.
 Daraus folgt:
t<log,(n+1)<t+1
 Das heil3t:
te O(log,n+1),dh.te O(n n).
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iLMUsiis Preisder Ausgeglichenheit

* Wird die Menge durch Hinzufiigen oder Loschen von Elementen
verandert, so kann nach und nach der Bindrbaum, der diese Menge
darstellt, seine Ausgeglichenheit verlieren.

* Man braucht ein Verfahren um die Ausgeglichenheit nach jeder
oder nach einigen Anderungen der Menge wiederherzustellen.

* Der Algorithmus dazu ist nicht trivial!

2 Database Kapitel 8: Abstraktionsbildung mit neuen Typen 114




iLMU =i Beispiel

» Durch Einfligen des Wertes 0 entsteht aus dem ausgeglichenen
Bindrbaum B1 der Baum B2, der nicht mehr ausgeglichen ist:

N\ /N\
/N / \
/

0

3 Database
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iLIMU=iit Uberblick

1. Typen im Uberblick

2. Deklarationen von Typabkiirzungen in SML: type-
Deklarationen

3. Definition von Typen: datatype-Deklarationen

4. Definition von rekursiven Typen

5. Beweisprinzip der strukturellen Induktion

6. Beispiele: Implementierungen des Konzepts der

,Menge*

3 Database
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iIMU=iis binbaum5

» Die Funktionen dieses Abschnitts beziehen sich auf den folgenden
polymorphen Typ ,,Bindrbaum mit Knotenmarkierungen:

Leer
Kntl of ‘a
Knt2 of ‘a * ‘a

Knt3 of ‘a binbaumb5 * ‘a *
‘a binbaum5;

- datatype ‘a binbaum5

* Wir nehmen an, dass in einem Ausdruck Knt2 (M1, M2) der
Knoten mit Markierung M1 als linker Nachfolger des Knotens mit
Markierung M2 aufgefasst werden soll.
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iLMUsiin Graphische Darstellung einiger
Binarbaume

Bl: 3 B2: 3 B3: 3 : 3 B5: 3
/ / N\ /N /N
2 5 2 5 2 5
Dieser Baum soll einen / /
1

B4

A arithmetischen Ausdruck 3
. reprasentieren.
/// \\\ B:
W% W w / \\} 3
“X A\Y \\y- A\} A\Y 2 A\Y A\Y + A\} 2 5
A\ Z A\Y A\Y 1 A\Y 1 4 6
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sLMUm=ii» B,B1,B2,B3,B4,B5 alsAus
drickedes Typsint binbaumb

- val B = Knt3(Knt2(1,2),3,Knt3(Knt1(4),5,
Kntl(e6))) ;

- val Bl = Kntl(3);
- val B2 = Knt2(2,3);
- val B3 = Knt3(Knt1(2
- val B4 = Knt3 (Knt2 (1
- val B5 = Knt3 (Kntl (2

) ,3,Kntl1(5));
,2),3,Kntl(5));
) ,3,Knt2(4,5));
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sLMUmsiin A alsAusdruck des Typs
string binbaumb

- val A = Knt3(Knt3 ( Kntl(“x"“),

W% W
I

Kntl (“y™)
),

w_n
/

Knt3 ( Kntl(“2v),
Ay
Knt3 ( Kntl(“z“),
nen
Kntl (“1“)
)

) ;
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sLMUmsiin Ausblick

* In den folgenden Abschnitten werden Funktionen
angegeben,

— die Durchlaufen durch Binarbaume (mit Knotenmarkierungen)
entsprechen und

— die Markierungen der Knoten in Listen aufsammeln.
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sLMUmsiin Selektoren und Pradikate
(1)

Selektoren und Pradikate fiir Binarbdume lassen sich in
naheliegender Weise definieren:

Mehr iiber exceptions in Kapitel 10.
exception binbaum5 leer;

exception binbaum5 kein nachfolger;

- funwurzel (Leer) = raise binbaum5 leer
| wurzel (Kntl(M)) = M
| wurzel (Knt2( , M)) = M
| wurzel(Knt3( , M, )) = M;
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iLMUmiin Selektoren und Préadikate
(2)

- fun linker baum(Leer) = raise binbaum5 kein nachfolger
| linker baum(Kntl( ))= raise binbaum5 kein nachfolger
| linker baum(Knt2( , ))=raise binbaum5 kein nachfolger
| linker baum(Knt3 (B, , )) = B;

- fun rechter baum(Leer) = raise binbaum5 kein nachfolger

| rechter baum(Kntl( ))=raise binbaum5 kein nachfolger

| rechter baum(Knt2( , ))=raise
binbaum5 kein nachfolger
| rechter baum(Knt3( , , B)) = B;
- funist leer(Leer) = true
| ist leer( ) = false;
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iLlMUsiin Zugriffe auf Bestandteile von
Binarbaumen

- wurzel (B) ;

val it = 3 : int

- wurzel (rechter baum(B)) ;

val it = 5 : int

- wurzel (linker baum(A)) ;

val it = “*“ : gstring

Da die folgenden Definitionen alle mit Hilfe des
Pattern Matching aufgebaut sind, werden die eben
besprochenen Funktionen darin nicht benotigt.
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iLMU=iis Durchlauf in Infix-Reihenfolge

1)

« Infix-Reihenfolge bedeutet, dass zunéchst die Knoten des linken
Teilbaums, dann die Wurzel und anschlieflend die Knoten des
rechten Teilbaums aufgesammelt werden.
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iLMU=iis Durchlauf in Infix-Reihenfolge

(2)

- funinfix collect (Leer) = nil
| infix collect (Kntl(M)) = [M]
| infix collect (Knt2(M1,M2)) = [M1,M2]
| infix collect (Knt3(B1,M,B2)) =
infix collect(Bl) @ [M] @ infix collect (B2);
val infix collect = fn : ‘a binbaum5 -> ‘a list

- infix collect (B);
val it = [1,2,3,4,5,6] : int list

- infix collect (a);
Val it — [“X“, A\ \\, \\y\\, \\_\\, \\2 \\, \\/\\, “Z“, \\+\\, \\l\\] - String liSt
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ilMU=iin | nfix-Reihenfolge

 Die Bezeichnung ,,Infix-Reihenfolge™ wird aus dem Beispiel des
Baums A leicht verstandlich:
Die Ergebnisliste entspricht dem durch den Baum A représentierten
arithmetischen Ausdruck in Infix-Notation (wobei die Information {iber die
Klammerung verloren gegangen ist).
 Die rechte Seite des letzten Falls der Definition konnte eigentlich
umformuliert werden:
infix collect(Bl) @ M :: infix collect (B2)
* In der Definition wurde trotzdem die umstandlichere Form
infix collect(Bl) @ [M] @ infix collect (B2)

geschrieben, weil dadurch Analogien und Unterschiede zu den
folgenden Funktionen offensichtlicher werden.
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iLMU=iis Durchlauf in Préfix-Reihenfolge

(1)

* Préfix-Reihenfolge bedeutet, dass die Wurzel vor den Knoten des
linken Teilbaums, und diese vor den Knoten des rechten
Teilbaums aufgesammelt werden.

 Erinnerung:
In einem Ausdruck Knt2 (M1, M2) i1st der Knoten M1 linker
Nachfolger des Knotens M2.
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iLMU=iis Durchlauf in Pré&fix-Reihenfolge

(2)

- funpraefix collect (Leer) = nil
| praefix collect (Kntl(M)) = [M]
| praefix collect (Knt2 (M1,M2)) = [M2,M1]
| praefix collect (Knt3(B1,M,B2)) =
[M] @ praefix collect(Bl) @ praefix collect (B2);
val praefix collect = fn : ‘a binbaum5 -> ‘a list

- praefix collect (B);
val it = [3,2,1,5,4,6] : int list

- praefix collect (A);
Val lt — [\\_\\, W % \\, “X“, \\y\\, \\/\\, \\2 \\, \\+\\, “Z“, “l“] - String llSt
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ilMU=iin Prafix-Reihenfolge

* Die Kenntnis der Stelligkeit der Operationen reicht aus, um aus
der ,,Linearisierung® in Prifix-Reihenfolge die im Baum A

reprasentierte Klammerung wiederherzustellen.

 Auch hier wire es angebracht
[M] @ praefix collect (B1)

zu vereinfachen zu
M :: praefix collect (Bl).
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iLMU=iis Durchlauf in Postfix-Reihenfolge
(1)

* In Postfix-Reihenfolge werden zunéchst die Knoten des linken
Teilbaums, dann des rechten Teilbaums, und schlie8lich die
Wurzel aufgesammelt.

131
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iLMU=iis Durchlauf in Postfix-Reihenfolge
(2)

- funpostfix collect (Leer) = nil
| postfix collect (Kntl(M)) = [M]
| postfix collect (Knt2(M1,M2)) = [M1,M2]
| postfix collect (Knt3(B1,M,B2)) =
postfix collect (Bl) @ postfix collect(B2) @ [M];
val postfix collect = fn : 'a binbaum5 -> 'a list

- postfix collect (B);
val it = [1,2,4,6,5,3] : int list

- postfix collect (A);
Val it — [“X“, \\y\\, A\ \\, \\2 \\, “Z“, \\1\\, \\+\\, \\/\\, \\_\\] - String liSt
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iLMU=iin Postfix-Reihenfolge

» Die Kenntnis der Stelligkeit der Operationen reicht aus, um aus
der ,,Linearisierung in Postfix-Reihenfolge die im Baum A

reprasentierte Klammerung wiederherzustellen.
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iLMU=iin | nfix-/ Prafix-/ Postfix-Reihenfolge
mit Akkumulatortechnik

* Diese Definitionen haben ein dhnliches Manko wie die Funktion
naive-reverse in Kapitel 5:

Durch den Aufruf von append in jedem rekursiven Aufruf summiert sich
die Gesamtanzahl der Aufrufe von ,,: : “ auf einen unnotig hohen Wert.
* Die Funktionen sammeln zwar die Markierungen in der
gewiinschten Reihenfolge auf, aber verschachtelt in Listen, die
dann erst wieder von append (bzw. ,,@*) zu einer ,,flachen Liste

zusammengefiigt werden miissen.
« Ahnlich, wie mit Hilfe der Akkumulator-Technik aus der Funktion
naive-reverse die Funktion reverse entwickelt wurde,

kann man auch hier mit Hilfe der Akkumulator-Technik bessere
Definitionen entwickeln.
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iIMUsiis infix collect,

collect
- fun infix collect (B) =
let
fun collect (Leer,L) =L
| collect (Kntl(M),L) =M:: L
| collect (Knt2 (M1,M2),L) =M1 :: M2 :: L,
| collect (Knt3 (B1,M,B2),L) =collect (B1,M ::
collect (B2,L))
in
collect (B, nil)
end;
val infix collect = fn : ‘a binbaum5 -> ‘a list
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sLMU=iin Nicht endrekursiv!

» Die Reihenfolge, in der die Parameter B1, M, B2 in den rekursiven
Aufrufen weitergereicht werden, ist jeweils die gleiche wie in den
vorhergehenden Definitionen.

 Die lokale Hilfsfunktion collect ist trotz der Verwendung der
Akkumulator-Technik in allen drei Fallen nicht endrekursiv:

Einer der rekursiven Aufrufe kommt innerhalb eines
zusammengesetzten Ausdrucks vor!

 Die Definition eines iterativen Prozesses zum Durchlauf durch
beliebige Binarbaume ist duBerst schwierig und erfordert
zusatzliche, aufwindige Datenstrukturen zur Verwaltung.
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iLMU=iin Tiefendurchlauf
(Depth-First-Dur chlauf)

* Infix-, Prafix- und Postfix-Reihenfolge haben eine
Gemeinsamkeit:
Die Teilbdume des Baumes werden unabhédngig voneinander durchlaufen.
* Infix-, Prafix- und Postfix-Reihenfolge haben einen Unterschied:
Das Ergebnis wird jeweils unterschiedlich zusammengesetzt.
* Die Gemeinsamkeit der drei Durchlaufreihenfolgen ist als
,, Tiefendurchlauf ““ bekannt und kann mit Hilfe von Funktionen

hoherer Ordnung leicht als Abstraktion der drei urspriinglichen
Funktionen definiert werden.
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iLlMUmiis depth first collect

- fundepth first collect £0 f1 f£2 £3 Leer = £fO

| depth first collect f£f0 f1 f2 £3 (Kntl(M)) = £1(M)
| depth first collect f0 f1 f2 £3 (Knt2(M1,M2)) =
£2 (M1,M2)

| depth first collect f0 f1 f2 £3 (Knt3(B1,M,B2)) =
f3 (depth first collect f0 f1 f2 £3 B1,
M,
depth first collect f0 f1 f2 £3 B2
)
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iIMUsiis infix collect

- fun infix collect (B) =
depth first collect nil
(fnM => [M])
(fn (M1,M2) => [M1,M2])
(fn (R1,M,R2) => R1 @ [M] @ R2)
B;
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iLlMUsiis praefix collect

- fun praefix collect (B) =
depth first collect nil
(fn M => [M])
(fn (M1,M2) => [M2,M1])
(fn (R1,M,R2) => [M] @ R1 @ R2)
B;
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iLlMUsiis postfix collect

- fun postfix collect (B) =
depth first collect nil
(fn M => [M])
(fn (M1,M2) => [M1,M2])
(fn (R1,M,R2) => R1 @ R2 @ [M])
B;
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iLlMUsiis anzahl knoten

* Auch andere niitzliche Funktionen auf Bindrbdumen lassen sich
mit Hilfe des Tiefendurchlaufs leicht implementieren:

- fun anzahl knoten(B) =
depth first collect O
(fn M => 1)
(fn (M1,M2) => 2)
(fn (R1,M,R2) => R1 + 1 + R2)
B;
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ilMUsiis anzahl blaetter

tiefe

- fun anzahl blaetter (B) =
depth first collect O

(fn

(fn

(fn

B;

- fun tiefe(B) =
depth first collect 0
(fn
(fn
(fn
B;

M => 1)
(M1,M2) => 1)
(R1,M,R2) => R1 + R2)

M => 1)
(M1,M2) => 2)
(R1,M,R2) =>1+ Int.max(R1,R2))
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iIIMUmsiis element

- fun element (x,B) =

depth first collect false

(fn
(fn
(fn

M => x=M)
(M1,M2) => x=M2 orelse x=M1l)
(R1,M,R2) => x=M orelse R1

orelse R2)

B;
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iLMU=iin Aufrufe (1)

- anzahl knoten(B) ;
val it = 6 : int

- anzahl knoten (A) ;
val it = 9 : int

- anzahl blaetter(B) ;
val it = 3 : int

- anzahl blaetter(Aa);
val it = 5 : int

- tiefe (B) ;
val it = 3 int
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iLMU=iin Aufrufe (2)

- tiefe () ;
val it = 4 int

- element (5, B);
val it = true : bool

- element (7, B);
val it = false : bool

- element (“2%, A);
val it = true : bool

- element (“3%, A);
val it = false : bool
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iLMU=iin Breitendurchlauf
(Breadth-First-Dur chlauf)

e Bei einem Breitendurchlauf werden die Knoten nach wachsender
Tiefe besucht:

Zuerst wird die Wurzel aufgesammelt, dann die Wurzeln der
Nachfolger, dann die Wurzeln von deren Nachfolgern usw.

* Das Ergebnis des Breitendurchlaufs ist fiir Baum B die Liste
[3,2,5,1,4,6]
und fiir Baum A die Liste
AL A A S A - AN I I

» Zur Implementierung kann man eine Hilfsfunktion entwurzeln
verwenden, die (angewandt auf eine Liste von Baumen) die

Wurzel jedes Baumes aufsammelt und die Nachfolger der Wurzel
am Ende der Liste fiir die spatere Weiterverarbeitung einfligt.
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iLMU=ii* Einelementige Liste von
Binarbaumen

[
Knt3 ( Knt3(

Kntl (“a"“),
waw
Kntl (“b"“)
),

wpw

Knt3 (
Kntl (“e"“),
Kntl (“f“)
)

Aus einer einelementigen Liste von
Bindrbaumen soll nach dem Aufsammeln
von ,,+ die 2welelementige Liste auf der
nachsten Folie entstehen.
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iLMU=iir Zweielementige Liste von
Binarbaumen

[
Knt3 (
Kntl (“a“),

W%k W
7

Kntl (“b")

),
Knt3 (

Kntl (“e"),
Kntl (“£"“)
)
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iIIMUmsiis entwurzeln

* Die Funktion entwurzeln zerlegt einen Baum von der

Wurzel her, gerade entgegengesetzt zum Autbau des
Baums gemal} der mathematischen Definition oder mit

den Konstruktoren des induktiv definierten Typs ‘a
binbaumb.

e Der Unterschied zu den Selektoren ist:

Die Teilbaume werden nicht einfach als Ergebnisse geliefert,

sondern in einer Liste nach dem Prinzip first-in-first-out
verwaltet.
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iLlMUsiis breadth first collect

- fun breadth first collect (B) =

let
fun entwurzeln nil = nil
| entwurzeln(Leer::L) = entwurzeln (L)
| entwurzeln(Kntl(M)::L) =M ::entwurzeln (L)
| entwurzeln (Knt2(M1,M2)::L) =M2::entwurzeln(L @ [Kntl(M1)])
| entwurzeln(Knt3 (B1,M, B2) L) =M ::entwurzeln(L @ [B1,B2])
in

entwurzeln (B :: nil)
end;
val breadth first collect = fn : ‘a binbaum5 -> ‘a list

- breadth first collect (B);
val it = [3,2,5,1,4,6] : int list

- breadth first collect(A);
Val lt - [“—“,“*“,“/“,“X“,“y“,“2“,“+“,“Z“,“1“] . Strlng llSt
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iLMU=iin Breitendurchlauf

* Beim Breitendurchlauf werden die Teilbdume nicht
unabhingig voneinander durchlaufen, sondern nach
Tiefe verzahnt.

» Das verletzt die Grundannahme des Tiefendurchlaufs, so

dass der Breitendurchlauf nicht mit Hilfe des
Tiefendurchlaufs definiert werden kann.
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