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Motivation

Viele reale Fragestellungen lassen sich durch Graphen darstellen:

 Beziehungen zwischen Personen:
— Person A kennt Person B
— Mannschaft A gegen Mannschaft B
* Verbindungen zwischen Punkten:
— Stral3ennetz
— Telefonnetz
« Darstellung elektronischer Schaltungen

Bezogen auf einen Graphen ergeben sich Fragen:

— Existiert eine Verbindung zwischen A und B? Existiert eine zweite
Verbindung, falls die erste blockiert ist?

— Wie lautet die kirzeste Verbindung von A nach B?
— Wie sieht ein minimaler Spannbaum zu einem Graphen aus?
— Wie plane ich eine optimale Rundreise? (Traveling Salesman Problem)
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Gerichteter Graph

Ein gerichteter Graph (engl. digraph = "directed graph") ist ein Paar
G = (V, E) mit einer endlichen, nichtleeren Menge V, deren Elemente
Knoten (nodes, vertices) heil3en, und einer Menge E c V x V, deren
Elemente Kanten (edges, arcs) heil3en.

Bemerkungen:
e |V|=Knotenanzahl
* |E| £|V|? = Kantenanzahl

 Meist werden die Knoten durchnummeriert:1=0, 1, 2, ..., |V|-1
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Gerichteter Graph

Graphische Darstellung einer Kante von v nach w:

O—@

Begriffe:

e vist Vorganger von w

« w ist Nachfolger von v

v und w sind Nachbarn bzw. adjazent
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Gerichteter Graph - Beispiel

 V={0,1,2,3,4}
+ E={(0,1).(0,3),(1,0),(1,3).(2,2).(2,4),(3,4),(4,2)}
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Definitionen

e Grad eines Knotens := Anzahl der ein- und ausgehenden Kanten

« Ein Pfad ist eine Folge von Knoten v, ..., v,; mit (v, v,;;) € E fur 0 <i<n-1,
also eine Folge ,zusammenhangender* Kanten.

* Lange eines Pfades := Anzahl der Kanten auf dem Pfad

* Ein Pfad heif3t einfach, wenn alle Knoten auf dem Pfad paarweise
verschieden sind.

« Ein Zyklus ist ein Pfad mit v,=v,_; und Lange = n > 2.

e Ein Teilgraph eines Graphen G = (V, E) ist ein Graph G'=(V', E') mit V' c V
und E'c EN (V' x V).
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Markierungen

« Man kann Markierungen oder Beschriftungen fur Kanten und Knoten
einflhren.

« Haufig verwendet: Kostenfunktionen fur Kanten

« Notation:
— c[v,w] oder cost(v,w), c(v,w)

 Bedeutung:
— Entfernung zwischen v und w
— Reisezeit
— Reisekosten
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Ungerichteter Graph

Ein ungerichteter Graph ist ein gerichteter Graph, in dem die Relation E
symmetrisch ist:

(v, W)eE = (w,v) e E

Graphische Darstellung (ohne Pfeil):

O@

Bemerkung:

Die eingeflihrten Begriffe (Grad eines Knoten, Pfad, ...) verstehen sich analog zu
denen flr gerichtete Graphen. Bisweilen sind Modifikationen erforderlich, z.B.
muss ein Zyklus hier mindestens drei Knoten haben.
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Graph-Darstellungen

« Man kann je nach Zielsetzung den Graphen knoten- oder kanten-
orientiert abspeichern.

* Knoten-orientierte Darstellungsform ist gebrauchlicher und existiert in
vielen verschiedenen Variationen. (Hier: Adjazenzmatrix)

Die Adjazenzmatrix A ist eine boolesche Matrix mit:

A = true falls (vi,vj) eEE
7 |false sonst

Eine solche Matrix [4;] 1aBt sich als Array A[i, j] darstellen.
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Boolesche Adjazenzmatrix - Beispiel

FUr den Beispiel-Graph G, ergibt sich folgende Adjazenzmatrix mit der
Konvention true =1, false = 0O:

nach

A W N B O
| o0 O+, |0O]| O
Ol OO0 | O | kF,|PFk
R O|PFL,|O| O
Ol O0| O | PP | PP W
O|lr| P, O|O| P+
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Adjazenzmatrix

« Vorteile
— Entscheidung, ob (i,j) € E in Zeit 0(1)
 Nachteile
— Platzbedarf stets 0(|V|?), ineffizient falls |E| << |V|?2
— Initialisierung benétigt Zeit 0(|V|?)
« Kantenbeschriftung

— statt booleschen Werten Zusatzinformation (bspw. Integer) als
Matrixeintrage speichern

— Bsp: Kosten; Weglangen c(v; ,VJ-) (V; ,VJ-) A=

— Definition Kostenadjazenzmatrix: Aij — o0 sonst

mit ¢(v;, vj) Kosten fur die Kante zwischen v; und v,

« Achtung: bei boolescher Adjazenzmatrix bedeutet ein Eintrag 0, dass
keine Kante besteht; bei Kostenadjazenzmatrix, dass die Kosten O
sind, z.B. c¢(v,, vi) = 0.
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Adjazenzliste

« Fur jeden Knoten wird eine Liste der Nachbarknoten angeleqgt.

« Fur G, ergibt sich folgende Adjazenzliste:
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Adjazenzliste

 Vorteile
— geringer Platzbedarf von O(|V| + |E|)
— Initialisierung in Zeit O(|V| + |E|)

« Nachteile
|E|

— Entscheidung, ob (i,j) € E in Zeit O (m

) Im Average Case

« Kantenbeschriftung
— als Zusatzinformation bei Listenelementen
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Mischform

 Verwende zwei eindimensionale Arrays from und to mit Referenzen auf
Kantenobjekte

 Es gibt einen Referenzenpfad zu einem Objekt von from[i] und to[j] gdw. der
reprasentierte Graph G eine Kante von Knoten i zu Knoten j enthalt

nach

0 1 2 3 4
[ ] ? [ ] ° L]

\ 4
; : 5 o[

\ 4
\ 4

o
N
[ ]
v
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Mischform

Vorteil:

e geringer Platzbedarf von O(|V| + |E|) (wie Adjazenzlisten)
 Initialisierung in Zeit O(|V| + |E|) (wie Adajazenzlisten)
e auch Vorgangerliste leicht erhaltlich (wie Adjazenzmatrix)
Nachteil:

« Entscheidung, ob Kante (i,j) € E in Zeit O (%) Im Average Case

(wie Adjazenlisten)
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Expansion eines Graphen

Die Expansion X;(v) eines Graphen G in einem Knoten v ist ein Baum,
der wie folgt definiert ist:

« Falls v keine Nachfolger hat, ist X;(v) nur der Knoten v.

e Fallsvy,...,v, die Nachfolger von v sind, ist X;(v) der Baum mit der
Wurzel v und den Teilbaumen Xs(v,), ..., Xg(Vy)
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Expansion - Beispiel

Beispielgraph G, in seiner
Expansion X;(v) mit v=0

i
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Expansion - Anmerkungen

* Die Knoten des Graphen konnen mehrfach im Baum vorkommen.
e Ein Baum ist unendlich, falls der Graph Zyklen hat.

« Der Baum X;(v) stellt die Menge aller Pfade dar, die von v ausgehen.
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Graph-Durchlauf

Entspricht Baum-Durchlauf durch Expansion (ggf. mit Abschneiden)
* Tiefendurchlauf: preorder traversal (depth first)

» Breitendurchlauf: level order traversal

Wichtige Modifikation:

1. Schon besuchte Knoten missen markiert werden, weil Graph-Knoten
Im Durchlauf mehrfach vorkommen koénnen. (Zyklen!)

2. Abbruch des Durchlaufs bei schon besuchten Knoten.
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; . 0 (¢
Beispiel
G, mit Startknoten: v=0

3 »(4
Tiefendurchlauf: 1 Breitendurchlauf:

5 (2)
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Ansatz fur Graph-Durchlauf

1. Initialisierung: markiere alle Knoten als ,not visited*

2. Abarbeiten der Knoten
If (node ,not visited®) then
— bearbeite
— markiere: ,visited*
— weitergehen zu Nachfolger

Fur die Markierung ,visited“ reicht der Typ boolean. Flr andere
Berechnungen auf Graphe bendtigt man aber auch mehr als die zwel
Werte ,true“ and ,false”.
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Markierungen beim Durchlauf

Wahrend des Graph-Durchlaufs werden folgende Markierungen fur die
Graph-Knoten verwendet:

e Ungesehene Knoten (unseen vertices):
Knoten, die noch nicht erreicht worden sind: vallv] =0

 Baum-Knoten (tree vertices):

Knoten, die schon besucht und abgearbeitet sind. Diese Knoten ergeben
den ,,Suchbaum®: val[v] =id >0

 Rand-Knoten (fringe vertices), aktive Knoten:
Knoten, die Gber eine Kante mit einem Baum-Knoten verbunden sind:
vallv] = -1
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Beliebiges Auswahlkriterium

e Start: Markiere den Startknoten als Rand-Knoten und alle anderen
Knoten als ungesehene Knoten.

Schleife: repeat

— Wahle einen Rand-Knoten x mittels eines Auswahlkriteriums
(depth first, breadth first, priority first).

— Markiere x als Baum-Knoten und bearbeite x.

— Markiere alle ungesehenen Nachbar-Knoten von x als Rand-
Knoten.

... until (alle Knoten abgearbeitet
d.h., keine Randknoten mehr und
keine ungesehenen Knoten mehr
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opologisches Sortieren

- Abhangigkeiten zwischen Aktionen (,erst x, dann y*)

- gesucht: lineare Ordnung der Knoten, sodass fur alle (u,v) € E der Knoten u
,vor‘ v liegt

- Abarbeitungsfolge/-plan der Aktionen

Socken Uhr

3

[Unterhose]——> Schuhe

Gurtel

- formal: Einbettung einer Halbordnung/partiellen Ordnung (reflexiv, transitiv,
antisymmetrisch) in eine lineare/totale Ordnung
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opologisches Sortieren und DAGS

_—
[Socken] [Unter@uhe] [He@rtel] [ Uhr ] [Krawatteﬁ Jacke I
~ -~

- topologische Sortierung genau dann moglich, wenn Graph keine Zyklen
enthalt

anschaulich: alle Kanten ,zeigen nach rechts”

- DAG: directed acyclic graph / gerichteter Graph ohne Zyklen
- topologische Sortierung im Allgemeinen nicht eindeutig

e e D O D o o O

/
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ldee zum Algorithmus

* Nutze Informationen tber Anzahl der Vorganger eines Knotens
— Knoten ohne Vorganger konnen direkt abgearbeitet werden

— Falls Knoten abgearbeitet wurde, verringert sich flr alle seine Nachfolger
die Anzahl deren Vorganger um 1

— falls fUr einen Knoten die Vorgangeranzahl O erreicht, kann auch dieser
ausgegeben werden
» alle seine Vorgangerknoten wurden bereits abgearbeitet

 Bemerkung: Es existiert ein alternativer Algorithmus, der auf der
Tiefensuche basiert.
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Algorithmus zum topologischen Sortieren

TopoSort(DAG G){

S={} I/ Menge der abgearbeiteten Knoten
for (i=0,i<n, i++) {

P[i] = Anzahl Vorganger des Knotens |
}
while V\S = {} {

wahle w € V \ S mit P[i]==0;

gebe w aus;

S =S u{w}

fur jeden Nachfolger v von w {

P[v]--;
}
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Kurzeste Wege

Problemstellung: Suche kirzesten Weg

1. Von einem Knoten zu einem anderen
2. Von einem Knoten zu allen anderen: ,,Single Source Best Path*
3. Von allen Knoten zu allen anderen: ,All Pairs Best Path”

« Dijkstra-Algorithmus: Single Source Best Path

 Gegeben: Gerichteter Graph G mit Kostenfunktion (=Adjazenzmatrix)

c[v,w] <

(>0 fallseine Kante von v nach w existiert
=oo falls keine Kante von v nach w existiert

EO firw=v

Startknoten v,, Endknoten w

e Gesucht: Pfad von v, zu jedem Knoten w mit minimalen
Gesamtkosten
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Ablauf Dijkstra-Algorithmus

 Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002): niederlandischer Informatiker &
Turingpreistrager
 Erweitere sukzessive bekannte beste Pfade:
— Kosten kdnnen durch Erweiterung nur wachsen

— Falls beste Pfade von v, zu allen anderen Knoten ungleich w hohere
Kosten haben, ist bester gefunden

— Bester Pfad hat keinen Zyklus
— Bester Pfad hat max. (|V|-1) Kanten

« Notation:
— S, Menge von k Knoten v mit k besten Pfaden von v, nach v
— Dy(v): Kosten des besten Pfads von v, Uber Knoten in S, nach v
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Grundidee Dijkstra-Algorithmus

Wir speichern im Array D flr jeden Knoten v die aktuell giltige
Kostenschéatzung.

Als Initialisierung verwenden wir die Kosten der direkten Pfade.
Obere Schranke D[v] verbesserungsfahig:
— Betrachte jeden Knoten w € V als mdglichen Zwischenknoten.

— Existiert eine Kante von w nach v, sodass D[w] + c[w,v] < D[v] ?
— Setze dann D[v]= D[w]+c[w,V]
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Implementierung Dijkstra-Algorithmus

» S: bereits abgearbeitete Knoten
» D: aktuelle Kostenschéatzung

Dijkstra(G,vy{

S = {Vol;

forall v e V {
D[V] = c[vo,V];

}

while V\ S = & {
choose w € V \ S with D[w] minimal;
S=Su{w}
foreachvinV\S{

D[v] = min(DJ[v] , D[w]+c[w,V]);

}
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Dijkstra-Algorithmus graphisch

10
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Dijkstra: Beispie

K| wy Sk Dy(B) Dy (C) Dy (D) D (E)
0O - {A} 10 5 0 00
1] C {AC} 8 5 14 7
2| E {A,CE} 8 5 13 7

3| B| {ACEB} 8 5 9 7
4| D | {ACEBD} 8 5 9 7




LMU Munchen, Lehrstuhl fur Datenbanksysteme und Data Mining Algorithmen und Datenstrukturen 4-33

Dijkstra-Algorithmus graphisch

D[1]=inf
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Dijkstra-Algorithmus graphisch

D[1]=10
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Dijkstra-Algorithmus graphisch

D[1]=8
. D[3]=14
B '
D
N4
10
= 3
D[0]=0 , .
0 o |°
)
Y
C 2 ) 2\
E
D[2]=5

7 D[4]=7
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Dijkstra-Algorithmus graphisch

D[1]=8
1 D[3]=13
B '
D
10
- 3
D[0]=0 5 .
(A 4| |
5
Y
C 2 )
E
D[2]=5

7 D[4]=7
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Dijkstra-Algorithmus graphisch

D[1]=8
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Dijkstra-Algorithmus graphisch

D[1]=8
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Analyse Dijkstra-Algorithmus

o Liefert optimale L6sung, nicht nur Naherung
o Falls Zyklen mit negativen Kosten zugelassen waren, géabe es keinen
eindeutigen Pfad mit minimalen Kosten mehr

o Komplexitat:

— Falls G zusammenhangend, mit Adjazenzmatrix O(|V/|?)

— Einsatz als All Pairs Best Path prinzipiell moglich,

ergibt Zeitkomplexitat O(|V|-|V[?)=O(|V[?),

* Andere Mdglichkeit: Floyd-Algorithmus

 Robert W Floyd (1936 — 2001): Amerikanischer Informatiker &
Turingpreistrager
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Floyd-Algorithmus

o All Pairs Best Path*
 Gegeben: Gerichteter Graph G mit Kostenfunktion

(>0 falls eine Kante von v nach w existiert
clv,w| { = falls keine Kante von v nach w existiert

\:O fur w=v

 Gesucht: Pfad von jedem Knoten v zu jedem Knoten w mit minimalen
Gesamtkosten

e l|dee:
— Existierende Kanten im Graphen zugrunde legen

— Versuche sukzessive, zwei Knoten tber einen Zwischenknoten gunstiger
zu verbinden als bisher

— LOsung: Dynamische Programmierung
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Floyd: Dynamische Programmierung

e Grundidee

— Betrachte alle Knoten der Reihe nach
als mdgliche Zwischenknoten k

— Speicherung in einer Matrix Ali,j], die In
jedem Schritt aktualisiert wird

« Initialisierung durch direkte Kanten des gegebenen Graphen
— Farallei, j e {1, ..., |V|}: setze Ayli,j] = cli,]]
— Entspricht Losung der Elementarprobleme

« Aktualisiere Matrix Ali,j] far Zwischenknoten k:
— Sind Wege Uber Knoten k ginstiger als bisherige Wege?
— AJijl = min { Afijl, Acli Kl + ATkl }
— Entspricht Zusammensetzen der Teilergebnisse zur Gesamtlésung
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Floyd-Algorithmus: Implementierung

Floyd (A,C,P) { /* A min. Kosten, C Adjazenzmatrix, P Vorganger bester Pfad */
/I Initialisierung
for i=1;1<=n;++i){
for (j=1; ) <=n; +4)) {
Ali,j] = cfi,j]; P[i,j] = 0;
}
}

falls Weg Uber k
besser / kurzer als

eration uber die moglichen Zwischenknoten bisher bester Weg

for (k = 1; k <= n; ++k) {
for (i = 1; i <= n; ++i) {
for = 1;j <=n; ++j) {
if (A[i,j] > Ali,K] + ALK,j]) {
Alijl = Ali,K] + ALK,jI;
P[] = k;
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Floyd-Algorithmus: Beispiel
Initialisierung
A+ A <A

0 5 2 o 0 5 2 w
000800k:10008OO
o oo 0 7 o o 0 7
4 6 o 0 4660@
0 5 2 w
o 0 8 o
o o 0 7
4 6 6 0
0 5 2 9 o 5 2 9
19 o0 8 15 L |« 0o 8 15 A
111307 o o 0 7
4 6 6 0 4 6 6
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Floyd-Algorithmus: Komplexitat

« 3 geschachtelte Schleifen mit i, j, k Gber V
o Zeitkomplexitat: O(|V[3)
« Platzkomplexitat: O(|V|?)

« Warshall-Algorithmus

— Aus demselben Jahr (1962) stammt ein Algorithmus von Warshall, der
statt Kosten nur die Existenz von Verbindungen betrachtet.

— Innere Schleife lauft auf booleschen Werten:
If (not A[i,j])
All,j] = Ali,K] && ALK, ]];
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Informierte Suche

* Dijkstra-Algorithmus:
— Greedy: Flge Kante sofort hinzu, falls sie geringere Kosten verspricht

— Kosten zu allen potentiellen Zielen (= Knoten) werden bestimmt

 Verbesserung: Falls das Ziel bekannt ist, kdnnen Kanten gezielt

ausgewahlt werden

 Eine Heuristik ist eine Strategie, um das Auffinden von Losungen zu

beschleunigen, indem zuséatzliches Wissen genutzt wird.
* Viele Heuristiken orientieren sich an menschlichen Problemlésungen.

» Heuristik gibt in der Regel eine Schatzung von Kosten an.
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A*-Algorithmus

Der A*-Algorithmus berechnet den besten Pfad von einem Startknoten zu
einem Zielknoten unter Zuhilfenahme einer Heuristik

ldee:

Besuche zuerst Knoten, die wahrscheinlich schnell zum Ziel fuhren.

Jeder besuchte Knoten erhélt einen Wert f(x), der angibt, wie lange der Pfad
vom Start zum Ziel Gber den Knoten x im gunstigsten Fall ist.

Der Knoten mit dem niedrigsten f-Wert wird als nachstes untersucht:
f(x) = gx) + h(x)
o S —> X
Dabei gibt g(x) \flfx)
- g(x) die tatsachlichen Kosten vom Startknoten S zu x und 7
- h(x) die geschéatzten Kosten von x bis zum Zielknoten an.

Die verwendete Heuristik h(x) darf die Kosten fir keinen Knoten x
Uberschatzen, da sonst die optimale Losung vielleicht nicht gefunden wird.
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A* - Algorithmus

Es werden zwei Listen geflhrt:

— OpenlList: enthalt Knoten, zu denen (irgend)ein Weg bekannt ist.

— ClosedList: enthalt Knoten, zu denen der kiirzeste Weg bekannt ist.
Die OpenList wird mit dem Startknoten initialisiert.

Aus der OpenList wird immer der beste Knoten entfernt und:

— seine (nicht besuchten) Nachfolger in die OpenList eingefligt sowie
— er selbst in die ClosedList eingefugt.

Wenn der Zielknoten erreicht wurde, ist auch ein Pfad gefunden.

Wird der Zielknoten nicht erreicht, gibt es auch keinen Pfad.
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A* - Algorithmus:
OpenList[startkKnoten] = 0

solange OpenList # & :
aktuellerKnoten = OpenList.entferneMin()
wenn aktuellerKnoten == zielKnoten:
Pfad gefunden
ClosedList = ClosedList U aktuellerKnoten
knotenErweitern(aktuellerkKnoten)
wenn OpenList keinen Knoten mehr enthélt gibt es keinen Pfad

Funktion knotenErweitern(knoten)
far alle nachfolger von knoten:
wenn nachfolger nicht enthalten in ClosedList:
f = g(knoten) + c(knoten, nachfolger) + h(nachfolger)
wenn OpenList[nachfolger] == null oder OpenList[nachfolger] > f:
nachfolger.vorganger = knoten
OpenList[nachfolger] = f
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Qualitatseigenschaften

* Vollstandig
Wenn es eine Losung gibt, so wird diese auch gefunden.

 Optimal
Es wird immer eine optimale L6sung gefunden.

o Optimal effizient

bezogen auf die Laufzeit gibt es keinen Algorithmus, der die
gleiche Heuristik verwendet und weniger Knoten besucht.
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Beispiel: 103~ go— 1161
Pfadsuche mit A* A ST

183km Okm
158 /
Idee: i - /

Darstellung des Straf3ennetzes 7Okm/ 53km ' 108km £ 102km
als gewichteter Graph. S
222k 84k, B7kr
Knoten: \ D /
X | _ Stadt L4okm e
h(x) | | Luftlinie zum Ziel

« Jeder Knoten steht fir eine Stadt.

« Zwei Knoten sind verbunden wenn es eine direkte Stral3enverbindung zwischen
den entsprechenden Stadten gibt .

« Die Kosten der Kanten entsprechen der Lange der Stral3e zwischen den Stadten.

» Gesucht ist der kurzeste Weg von Stadt S nach Stadt Z.

 Als Heuristik h(x) nutzen wir die Luftlinie zwischen der Stadt x und der Zielstadt Z.
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B
P h " e 103km T an. 116km
I I I 96km
183km Okm
N\ = Zeiger auf den Vorganger km ~_ C

70 /
ky 53km  108km _ 102

S 84km 87km

222km
k \ = /

145
™ T 40km

schritt OpenList (Stadt, f) ClosedList (Stadt, Entfernung von S)
0o (S,0) ---
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B
. 103km  96km 116km
Pfadsuche mit A* . T s N

158k C 183km Okm
m
N\ = Zeiger auf den Vorganger ~—

70 /
"V 53km  108km 102km
S E

222m 84km  BIkm
\ 5 /

145
“™ 140k

schritt  OQpenList (Stadt, f) ClosedList (stadt, Entfernung von S)
0 (S,0)
1 (A, 228),(D, 285) (S, 0)
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B
. 103km | 961m | 116km
Pfadsuche mit A* e TR,

183km Okm
\\ = Zeiger auf den Vorganger 70kV 53km | 108km - /102km
S 87km
222m \ 84km
D /
R VT

schritt  OQpenList (Stadt, f) ClosedList (stadt, Entfernung von S)

0 (S,0)

1 (A, 228),(D, 285) (S, 0)

2 (D, 285), (B, 269), (C, 231) (S, 0), (A, 70)
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B
. 103km 96—m 116km
Pfadsuche mit A* ‘ =
A
183k Okm
. 158km C
\\ = Zeiger auf den Vorganger 7okV 53 | 108km /102k
E m
S 87km
222km \ 84km
D /
145 T o
schritt. OpenList (Stadt,f) ClosedList (Stadt, Entfernung von S)
0 (S,0)
1 (A, 228),(D, 285) (S, 0)
2 (D, 285), (B, 269), (C, 231) (S, 0), (A, 70)
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Pfadsuche mit A* y = -

183 0
| " 158km \ % km
S\ = Zeiger auf den Vorganger 70kV 53km 108km /102km
E
222km \ 84k/ 87km

LSk 140km
schritt. OpenList (Stadt,f) ClosedList (Stadt, Entfernung von S)
0 (S,0)
1 (A, 228),(D, 285) (S, 0)
2 (D, 285), (B, 269), (C, 231) (S, 0), (A, 70)
3 (D, 285), (B, 269), (Z, 306) (S, 0), (A, 70), (C, 123)
4 (D, 285), (Z, 289) (S, 0), (A, 70), (C, 123), (B, 173)
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Pfadsuche mit A* y = pp P

183 0
. ) 158km & % km
& = Zeiger auf den Vorganger 70kV 53km 108km /102km
E
222km \ 8‘4km/ 87km

LSk 140km
schritt. OpenList (Stadt,f) ClosedList (Stadt, Entfernung von S)
0 (S,0)
1 (A, 228),(D, 285) (S, 0)
2 (D, 285), (B, 269), (C, 231) (S, 0), (A, 70)
3 (D, 285), (B, 269), (Z, 306) (S, 0), (A, 70), (C, 123)
4 (D, 285), (Z, 289) (S, 0), (A, 70), (C, 123), (B, 173)
5 (Z,289),(E, 316) (S, 0), (A, 70), (C, 123), (B, 173),(D, 145)
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Pfadsuche mit A* e = A

158km y O"m
\\ = Zeiger auf den Vorganger 7okV ;3? 108 /102km
222km 84km & 87km
o
140km

schritt. OpenList (Stadt,f) ClosedList (Stadt, Entfernung von S)

0 (S,0)

1 (A, 228),(D, 285) (S, 0)

2 (D, 285), (B, 269), (C, 231) (S, 0), (A, 70)

3 (D, 285), (B, 269), (Z, 306) (S, 0), (A, 70), (C, 123)

4 (D, 285), (Z, 289) (S, 0), (A, 70), (C, 123), (B, 173)

5 (Z, 289),(E, 316) (S, 0), (A, 70), (C, 123), (B, 173),(D, 145)

6 (E, 316) Pfad gefunden: S>A->B > Z
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Eigenschaft der Heuristik bei A*

* Die verwendete Heuristik flr h(x) darf die Kosten flr keinen Knoten x
Uberschatzen.

Werden die Kosten tberschéatzt, so ist die Optimalitat des Algorithmus nicht
mehr gewahrleistet:

B : :
100km 96k % OpenlList ClosedList
/ _ .0
S 100km Okm (A, 150),(B,196) (S, 0)
158km \
50km | 100km (B,196), (Z,150) (S, 0), (A, 150)

» Fir die schlechteste Heuristik h(x) = 0 gilt:

— die geschatzten Kosten fir jeden Knoten entsprechen genau den Kosten,
um diesen Knoten zu erreichen.

— Der A*-Algorithmus bildet den Dijkstra-Algorithmus nach.
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Minimaler Spannbaum

Geg.: Ungerichteter Graph ¢ = (V,E). Es qilt

Knoten v, w verbunden: es gibt einen Pfad von v nach w
G verbunden: alle Knotenpaare verbunden

Freier Baum: ¢ verbunden, keine Zyklen

Spannbaum: freier Baum ¢’ = (V,E'),E’' € E;

falls G bewertet, dann Kosten ¢’ = Summe uUber Kosten E’

Minimaler Spannbaum (MST) zu G (ungerichteter, bewerteter Graph):
Spannbaum mit minimalen Kosten

MST-Eigenschatft: alle paarweise disjunkten Teilbaume eines MST
sind jeweils Uber eine minimale Kante (bzgl. Kosten) verbunden.
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Prim-Algorithmus

e SeiV={1,..,ntundT = (U,E") der zu konstruierende minimale
Spannbaum

Prim {
E' = @;
U = {vy}; // Knoten, die schon besucht wurden
while (U = V) {
choose (u,v) minimal (where u € U, v € V — U);
U= UuU{v}
E'= E"U{(u,v)}
}
}

« Komplexitat ist 0(|V|?), denn fur jeden neu einzufliigenden Knoten
werden die Kanten zu anderen Knoten Uberprift
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Beispiel Prim-Algorithmus

E={hU={1}

— Aus (1,4), (1,3), (1,2) ist (1,3) minimal
E'={(13)5U={13}

— Aus (1,4), (1,2), (3,2), (3,5), (3,6) ist (3,6) minimal
E'={(13),36) s U={13,6}

— Aus (1,4), (1,2), (3,2), (3,5), (6,4), (6,5) ist (6,4) minimal
E'={(1,3),(3,6),(6,4) };U={1,3,6,4}

— Aus (1,2), (3,2), (3,5), (6,5) ist (3,2) minimal
E'={(,3),(3,6),(6,4),(3,2 };U={1,3,64,5}

— Aus (1,2), (3,2), (5,2) ist (5,2) minimal

E'={(1,3), (3,6), (6,4), (3,5), (5,2) ; U={1,3,6,4,5,2}

T=(UE"
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Paradigma: Greedy-Algorithmen

 Wahle zum aktuellen Zeitpunkt immer jenen Folgezustand, der den
bestmdglichen Gewinn verspricht

— Bsp. minimaler Spannbaum: wahle kostenminimale Kante, welche von den
aktuellen Knoten aus erreichbar ist

* Lokale Optimierung mit der Hoffnung, dass globales Optimum erreicht wird
— eine getroffene Entscheidung wird nicht revidiert

» Greedy-Algorithmen liefern nicht fur alle Probleme die optimale Losung

» Falls Greedy-Algorithmus auf einem Problem optimale Ldsungen liefert

— gilt wie bei der dynamischen Programmierung, dass die optimale Losung optimale
Teilldosungen enthalt

— aber im Gegensatz zur dyn. Programmierung gilt die ,,greedy choice property*:
eine lokal optimale Losung ist stets Teil einer global optimalen Losung
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Maximaler Fluss

e Ein Flussnetzwerk (G, ¢) ist ein gerichteter Graph ¢ = (V, E), wobei
— jede Kante (u, v) € E die Kapazitat c(u,v) = 0 hat
— und es eine Quelle g € V und eine Senke s € V gibt

e anschaulich:
— Wasserleitungen mit unterschiedlichen Kapazitaten

— Wie viel Wasser kann von g zu s flieRen?
« Beispiel rechts: Ubung

Wir setzen c(u,v) = 0, falls (u,v) € E 0

13
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Definition Fluss

e Ein Fluss ist eine Funktion f:V X V = R mit den Eigenschaften

— Kapazitatsbeschrankung: Fur u,v € V gilt f(u,v) < c(u, v)

7/12
@ >@ f(u,v)=7 <c(u,v)=12

— Symmetrie: Furu,v € V qgilt f(u,v) = —f(v,u)
e ,ugibtv 7 Einheiten“ - ,v nimmt u 7 Einheiten“ - ,v gibt u -7 Einheiten”

— Flusserhaltung: Firu e V \ {q,s} gilt Y,ey f(u,v) =0

fuv) =4 fos,u) =7 fwvy) =4 E fuvs) = -7

flu,vy) =2 fau) =3 ‘m Flu,v,) =2

fu,v3) =4 fu,vy) =4

.
L
.
.

2 fwy) =-3
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Problemstellung maximaler Fluss

« DerWertw(f) eines Flusses f ist definiert als w(f) = Y,ev f(q,v)
— entspricht Gesamtfluss aus der Quelle g heraus

w(f) =0+4=4

 Problem des maximalen Flusses
— Gegeben ein Flussnetzwerk (G, ¢)
— Gesucht ein Fluss f auf (G, ¢) mit maximalen Wert w(f)
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Residualnetzwerk

* Restkapazitat ¢ (u, v) zwischen u, v € V ist ¢ (u, v) = c(u,v) — f(u,v)
— beachte: formal ist f(u, v) < 0 moglich (vgl. Symmetrie)

- Der Restgraph G; = (V, Ef) bzgl. Flussnetzwerk (G, ¢) und Fluss f ist
definiert durch die Kantenmenge E; = {(u,v) € V x V|cs(u, v) > 0}

o (Gy,cf) ist das sogenannte Residualnetzwerk
-2 ,Flussnetzwerk minus Fluss = Residualnetzwerk®

Residualnetz-
Wel’k (Gf' Cf)

Flussnetzwerk
(G, c) mit Fluss f
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Flussvergrol3ernder Pfad

 Ein Pfad p von q nach s im Residualnetzwerk heift flussvergrofRernder oder
augmentierender Pfad

« Die Restkapazitat von pist Cr(p) = min{ ci(u,Vv) | (u,v)ist auf p}

Residualnetz-

werk (G;,c
(Gr.co) Restkapazitat

des ,roten*
Pfades pist 1

* Fluss fin (G,c) kann entlang des Pfades p um c«(p) erhdéht werden

(G,c) mit

(G,c) mit
Flussf, 1/6

Fluss f

5/5

Erhéhung um
»1* entlang p
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Beispiel (fortgesetzt)

Residualnetz-

werk (sz,c

(G,c) mit
Fluss f,

1/6

Achtung: ,Ruckwartskante“ entlang p

Residualnetz-
5/5 werk (Ggs, Crs) 6

(G,c) mit
Fluss f,

6/6

kein Pfad von g nach s moglich
- maximalen Fluss gefunden
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Ford-Fulkerson-Methode

e Algorithmus FordFulkersonMethod(G,c) {
Initialisiere Fluss f zu O
while es gibt einen flussvergrélRernden Pfad p {
erhohe f entlang p

}

return f

e Formal ist Erhéhung von f entlang p definiert durch

(ci(p) falls (u,v)auf p
freu(u,Vv) = far(u,v) +<-ci(p) falls (v,u)auf p vu,veV
0 sonst

\
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Laufzeit der Ford-Fulkerson-Methode

* Die Laufzeit kann beliebig schlecht sein
— im Beispiel: wahle flussvergroRernden Pfad
stets tber mittlere Kanten
- sehr langsame Erh6hung des Gesamtflusses

» Falls alle Kapazitaten ganzzahlig sind, bendtigt
die Methode O(f*) Iterationen, um das Problem zu l6sen

(dabei ist f* der Wert des maximalen Flusses)
— in jeder Iteration wird der Wert des Flusses um c{(p)=>1 erhtht
— zu Beginn 0 und am Ende f*

* Verbesserung:

— wahle einen kirzesten flussvergrél3ernden Pfad
* im Beispiel wirden mittlere Kanten vermieden - schnellere Terminierung

—> Algorithmus von Edmonds und Karp
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Edmonds-Karp-Algorithmus

e Algorithmus EdmondsKarp(G,c) {
Initialisiere Fluss f zu O
while es gibt einen flussvergrofRernden Pfad {
finde einen kirzesten flussvergréRernden Pfad p
erhohe f entlang p

}

return f

o Laufzeit der Methode ist polynomiell in der Grof3e des Netzwerks
— O(V  |[E]®) = O(|V[°) bei spezieller Implementierung

* Weitere Verbesserungen durch Dinic (1970) fihren zu
— O(|VI*- E) = O(IVI*)
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Graph-Anwendungen: Euler-Tour

» Historisches Problem (,Konigsberger Brickenproblem):
— 1736 lebte der deutsche Mathematiker Leonhard Euler in Kdnigsberg
» FlulR3 Pregel bildete dort eine Insel mit mehreren Briicken.
— Haufige Frage: Ist ein Spaziergang mdglich, so dass man

 schlief3lich wieder am Ausgangspunkt ankommt und
 alle Briicken genau einmal Uberquert?

» Graphentheoretisch:
— ,Geschlossene Euler-Tour”
— Existiert geschlossener, einfacher Pfad

uber alle Kanten?
(0 2 0 1]
//\ 2 0 2 1
\\/ 0201
111 0

— Eulers Antwort: Genau dann, wenn alle Knoten von geradem Grad sind
bzw. die Spalten- / Zeilensummen der Adjazenzmatrix alle gerade sind.
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