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Voraussetzungen

« FUr nachfolgende Betrachtungen sei jeweils eine Folge a[1].,..., a[n]
von Datenséatzen gegeben.

o Jeder Datensatz aJi] besitzt eine Schllisselkomponente a[i].key

« Datensatze enthalten aul3er der Schltisselkomponente in der Regel
weitere Informationseinheiten (z.B. Name, Adresse, PLZ, etc.).

« Sortierung erfolgt ausschliel3lich nach der Schllisselkomponente key.

o Fur Sortierung muss auf der Menge aller Schlussel eine totale
Ordnung definiert sein.
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otale/lineare Ordnung

Sei M eine nicht leere Menge und "<" € M X M eine binare Relation auf
M.

Das Paar (M, <) heil3t eine totale (bzw. lineare) Ordnung auf M, genau
dann wenn "<" die folgenden Eigenschaften erfllt:

reflexiv: Vx € M: X< x
transitiv: Vx,y,z € M: XSYANYy<z=>x<7%Z
antisymmetrisch: Vx,y € M: XSYANYy<x>x=Yy

total / linear: Vx,y € M: x<yVvVy<x
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Beispiel: Totale Ordnung

1. Bsp.: < auf den nattrlichen Zahlen bildet eine totale Ordnung.

2. Bsp.: Die lexikographische Ordnung <;,., ist eine totale Ordnung.
Sei < die totale Ordnung auf den Buchstaben A<B<C<...< Y<Z
Fur zwel endliche Worter u = uju; ... Uy, UNd v = v1v; .. v, Mitw;, vj €
{A, B, C, ..., Z}giltu <., v gdw.

(uleer) v (u, v nicht—leer A (u1 <V VU =10 AUy Uy Siox Vg - vn)))

Beispiel: FLO £, FLORIAN <, PAUL <, PETER

lex lex lex

3. Bsp. (keine totale Ordnung): Teilmengenrelation € auf Potenzmenge von N
Beweis: C ist nicht total, da weder {1} € {2} noch {2} € {1} qilt.
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Sortierproblem

 (Gegeben sei eine Folge al1], ..., a[n] von Datensatzen mit einer
Schlisselkomponente ali].key (i = 1, ...,n) und eine totale Ordnung

< auf der Menge aller Schlissel.

« Das Sortierproblem bestent darin, eine Permutation rt der

ursprunglichen Folge zu bestimmen, so dass qilt:

alm,]. key < a|m,].key < ... < a|m,,_1]. key < a|r,,]. key
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Beispiel
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Liste

Schllisselelement

Ordnung

Telefonbuch

Klausurergebnisse

Lexikon

Studentenverzeichnis
Entfernungstabelle

Fahrplan

Nachname

Punktezahl

Stichwort

Matrikelnummer

Distanz

Abfahrtszeit

lexikographische Ordnung

< auf rationalen Zahlen

lexikographische Ordnung

< auf N
< auf R

Sruher als”
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Unterscheidungskriterien

Sortieralgorithmen kdnnen nach verschiedenen Kriterien
klassifiziert werden:

Berechnungsaufwand
- 0(n?), 0(nlogn), 0(n)

Worst Case vs. Average Case
- Ausnutzen von Vorsortierungen

Speicherbedarf
- In-place / in situ
- Kopieren

stabil (Reihenfolge von Records mit gleichem Schiltssel bleibt
erhalten) oder nicht
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Weitere Aufgaben

Viele Aufgaben sind mit dem Sortieren verwandt und kbnnen auf das
Sortierproblem zurtickgeftihrt werden:

» Bestimmung des Median (der Median ist definiert als das Element an
der mittleren Position der sortierten Folge)

e Bestimmung der k kleinsten bzw. grof3ten Elemente
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ypen von Sortieralgorithmen

Einfache
SelectionSort, InsertionSort, BubbleSort, ...

Hohere
MergeSort, QuickSort, HeapSort, ...

Spezielle
BucketSort, ...
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Swap

Im Folgenden wird haufiger der Aufruf swap(a, i, j) verwendet, wobei a
ein Array ist und i, j int-Werte.

Der Aufruf ersetzt folgende drei Zuweisungen:

(int) h = a[i];
afi] = a[jl;
afj] = h;



LMU Minchen, Lehrstuhl fir Datenbanksysteme und Data Mining Datenstrukturen und Algorithmen 2 - 11

SelectionSort: Prinzip

1. Suche kleinstes Element
2. Vertausche es mit dem Schlissel an der ersten Stelle

3. Wende denselben Algorithmus auf die restlichen (n — 1) Elemente
an
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SelectionSort: Beispiel
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SelectionSort: Visualisierung
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SelectionSort: Implementierung

static void selectionSort (int[] a) {
for (int1=1;1<=a.length-1; ++i) {

Int min = 1;
for (intj = i+1; j <= a.length ; ++j) {
if (afj] <a[min]) min =j;

}

swap(a, I, min);

}
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SelectionSort: Komplexitatsanalyse

e Zum Sortieren der gesamten Folge a[1], ..., a[n] werden n -1
Durchlaufe bendtigt.

* Pro Schleifendurchgang i gibt es eine Vertauschung, die sich aus je
einer Ausflhrung von swap und n - i Vergleichen zusammensetzt,
wobei n-i die Anzahl der noch nicht sortierten Elemente ist.

* Insgesamt ergeben sich im best, worst und average case:
- (n—1) swaps und € 0(n)
=D+ m =2+ .. +2+1 =22 vergleiche € 0(n?)

— Durch spezielle if-Abfrage (min == 1) kann Anzahl der swaps verringert
werden (best case: 0 swaps); dann jedoch mehr Vergleiche notwendig

* Anzahl der Vertauschungen wachst nur linear in der Anzahl der
Datensatze

— SelectionSort besonders fur Sortieraufgaben geeignet, in denen die
einzelnen Datensatze sehr grof3 sind
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InsertionSort: Prinzip

* nehme sortierte Teilfolge a[1],...,a[i-1] an (beginne mit i = 2)

» flige nachsten Datensatz a[i] an korrekte Position der Teilfolge ein
—> erhalte sortierte Teilfolge a[1],...,a]i]

—> fur vollstandige Sortierung n — 1 Schritte (i = 2, ..., n) durchfthren
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InsertionSort: Visualisierung
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InsertionSort: Beispiel
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InsertionSort: Implementierung

static void insertionSort (int[] a) {

for (inti = 2; i <= a.length; ++i) {
Int v = alil;
intj=1i;
while ((@fj-1] > V) && (j >= 2)) {
U] = af-1];
-
}

afj] = v;
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InsertionSort: Variante zur Implementierung

e Variante

Verwende Sentinel, um in der while-Schleife eine zusatzliche
Abfrage auf die linke Feldgrenze zu vermeiden (Sentinel-Element
entspricht Warter; Anfangs- oder Endmarkierung)

 Aufruf wie folgt:
a[0] ;= -0
dann: Array um 1 verlangern; der Inhalt liegt dann in
a[l], ..., a[n]
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InsertionSort: Komplexitatsanalyse

Vergleiche

EinflUgen des Elements a[i] in die bereits sortierte Anfangsfolge a[1], ...,a[i-1]
erfordert mindestens einen Vergleich und hoéchstens i Vergleiche.

Im Mittel: i/2 Vergleiche, denn bei zufalliger Verteilung der Schllissel ist die
Halfte der bereits eingefligten Elemente grofier als das Element aJi].

Best Case
Bei vollstandig vorsortierten Folgen ergeben sich n — 1 Vergleiche.

Worst Case
Bei umgekehrt sortierten Folgen gilt ftr die Anzahl der Vergleiche:

zn:,_ Zn: 1_n(n+1) 1_n2+n )
£~ _1l -T2 — 2772
1=

2
Average Case: Die Anzahl der Vergleiche ist etwa "T
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InsertionSort: Komplexitatsanalyse

Bewegungen

e Best Case

Bei vollstandig vorsortierten Folgen 2 - (n — 1) Bewegungen
— Zuweisungen v = a[i]j und a[j] = v in jedem Schritt notwendig
— durch zusatzliche if-Abfragen verbesserbar, dann jedoch mehr Vergleiche

e Worst Case

2
Bei umgekehrt sortierten Folgen "7 Bewegungen

 Average Case

nz
~ Bewegungen
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BubbleSort: Prinzip

e Grundidee ahnlich zu SelectionSort

 beim Vergleichen (zum Finden des Minimums bei SelectionSort) die
Objekte direkt paarweise korrekt anordnen

- Nachziehen von Objekten; Aufsteigen von Blasen
e n—1Schritte,i =n,n—1,...,2 (i herunterzahlen)
o FUrjeden dieser Schritte:

[ —1 Schritte, j = 2, ...,1

ordne a[j-1] und a[j]
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BubbleSort: Beispiel
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BubbleSort: Visualisierung
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BubbleSort: Komplexitatsanalyse

Vergleiche

 Anzahl der Vergleiche ist unabhangig vom Vorsortierungsgrad der
Folge
— worst case, average case und best case sind identisch

(es werden stets alle Elemente der noch nicht sortierten Teilfolge
miteinander verglichen)

* Im i-ten Schleifendurchgang enthélt die noch unsortierte
Anfangsfolge n — i + 1 Elemente

— fdr diese werden n — i Vergleiche benotigt
« Um ganze Folge zu sortieren, sind n — 1 Schritte erforderlich

 Gesamtzahl der Vergleiche wachst damit quadratisch in der Anzahl
der Schllisselelemente:

n-—1 n-—1 0. (n B 1)
(n—1i) = i = € 0(n®)
2070 = 2t
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BubbleSort: Komplexitatsanalyse

Bewegungen/Swaps
Aus der Analyse der Bewegungen fur den gesamten Durchlauf ergeben

sich:

e Best Case
0 Swaps

e Worst Case
~n?/ 2 Swaps

 Average Case
~n?/ 4 Bewegungen
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Hohere Sortierverfahren

« Bislang alle Algorithmen 0(n?) Vergleiche und/oder Bewegungen
 Gehtes auch besser?

e Prinzip von MergeSort
Gegeben sei eine Folge F = a[1] ... a[n] von Schllsselelementen.

1.

Divide: Zerlege F in zwei etwa gleichlange Folgen F,=a[1] ... a[l n/2 ]
und F,= a[l n/2]+1] ... a[n].

Conquer: Sortiere F, und F, mittels MergeSort, falls [F, [>1 bzw. |F, [>1.

Merge: Verschmelze sortierte Teilfolgen F, und F, zu sortierter
Gesamtfolge
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MergeSort: Beispiel
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MergeSort: Implementierung

MergeSort(Array, left, right){
If (left < right) {
middle = | (left + right)/2;
MergeSort(Array, left, middle);
MergeSort(Array, middle+1, right);
Merge(Array, left, middle, right);

« Schnittstelle fur die Benutzung:
MergeSort (Array a) {
MergeSort(a, 0, a.length — 1);
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Merge

Merge (Array, left, middle, right) {
Int[ ] B = new int[right — left + 1];
Inti=0,]=left, k= middle+1,

while ((j <= middle) and (k <= right)){
If (Array[j] <= Array[k]) { B[i++] = Array[j++]; }
else { B[i++] = Array[k++]; }
}* > middle or k > right */

while (j <= middle) { Bli++] = Array[j++]; }
while (k <= right) { B[i++] = Array[k++]; }
for (i = left; i <= right; ++i)  { Array[i] = B[i-left]; }



LMU Minchen, Lehrstuhl fir Datenbanksysteme und Data Mining Datenstrukturen und Algorithmen 2 - 33

Paradigma: Divide-and-Conquer

* Divide-and-Conquer (Teile-und-Herrsche, Divide-et-impera)
— Ansatz: Zerlegung von Problemen in Teilprobleme
— Resultiert Ublicherweise in rekursiven Algorithmen

* Divide: Zerlege das Problem in Teilprobelem
— bis ,elementar”: z.B. Liste mit nur einer Zahl

« Conquer: Rekursives Losen (Beherrschen) der Teilprobleme
 Merge: Setze Teillosungen zusammen zur Gesamtlosung

 Top-Down-Verfahren
— Im Gegensatz zu Bottom-Up (Bsp. dynamische Programmierung)
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MergeSort: Komplexitatsanalyse

Erster Ansatz: Bestimmung der Laufzeit mit Hilfe des Master-Theorems

Um das Master-Theorem anwenden zu konnen, ist es notwendig, die Laufzeit durch
eine entsprechende Rekursionsformel zu beschreiben.

Sei T(n) die Anzahl der Operationen (im wesentlichen Vergleiche). Dann gilt:
C, fir n=1

T(n)=
(") 2-T(gj+cz-n fur n>1

fur entsprechende Konstanten c,, c, > 0. Dabei charakterisiert
e ¢, den Aufwand fir die L6sung des trivialen Problems (n = 1) und
e n-c, denjenigen fir des Verschmelzen zweier Listen.

Mit Hilfe des Master-Theorems erhalten wir:

T(n) € O(nlogn)
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MergeSort. Komplexitatsanalyse

Sei T(n) die Anzahl der Vergleiche. Die Folge wird in zwei Teilfolgen
aufgeteilt:

Eine Teilfolge mit E] Elementen und eine mit E| Elementen.

Zur Verschmelzung werden E] + E| — 1 =n — 1 Vergleiche benétigt.

Daher ergibt sich folgende Rekursionsgleichung:

0 firn=1
T(n) = n_1+T(ED+T(ED firn > 1
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MergeSort. Komplexitatsanalyse

Behauptung:
T(n) =n-[ld(n)] — 24l 4 1

Bewels:
Die Rekursion wird verifiziert mittels vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang: n = 1 ... offensichtlich korrekt

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fur alle nattrlichen
Zahlenmmitl <m <n.

Induktionsschluss: ...
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MergeSort. Komplexitatsanalyse

Fall 1:n=2k+ 1

Dann gilt[ Id n/2 ] =[1d.n/2J1=[1d(n) -1, und daher

T(n)=n-1+ LA _Id | 2MEH +1

=n+nld(n)-1])-2"M1 41

=n-[Id(n)]-2"™1+1
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MergeSort. Komplexitatsanalyse

Fall 2:n=2k+ 1

Dann gilt IdL.n/2] =[Id.n/2]1=T1d n/211 -1 =[Id(n) -2, und daher

T(n)=n —1{5-(&1 (n)]-1)-2"MH 41

+ EJ (1d(n)]-2)-2"™F2 1

-n- (ﬂd (n)—\)— E J _oldmT _ofdmT-2 4 ¢

=n-[Id(n)]-2"™1+1
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QuickSort: Prinzip

Gegeben sei eine Folge F von Schlisselelementen.

1. Divide: Zerlege F bzgl. eines partitionierenden Elementes
(Pivotelement) p € F in zwei Tellfolgen F; und F,, so dal3 gilt:

X1 <p Vxi€F
prz VxZEFZ

2. Conquer: Sortiere F; und F, durch rekursiven Aufruf und erhalte
dadurch die sortierten Folgen F; und F;

3. Merge: Setze Teilfolgen zusammen: Fy op o F}
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« Ubungsabgabe

— Programmcode als .java abgeben (nicht als .jpg oder .pdf --
Bewertbarkeit ist sonst nicht gewéhrleistet)

« Ubungsgruppen
— Ubungen Mo + Do 14-16 und 16-18 in Amalienstral3e Uberlastet
— Parallele Ubungen in Freimann leer (Edmund-Rumpler-Str. 9)
— U6 bis Freimann (9 Minuten ab Universitat), dann wenige Minuten zu Ful3

o Klausurtermin
— Di 8.8. 17-20h im Hauptgebaude
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QuickSort: Erklarung der Idee

Ziel:
Zerlegung (Partitionierung) des (Teil-)Arrays a[l ...r] bzgl. eines Pivot-
Elementes alk] in zwei Teilarrays a[l ...k — 1] und alk + 1 ...7].

so dass qilt:
vie{l,...k—1}: ali] <alk
Vi € {k + 1 . r}oalk] < alj]
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QuickSort: Erklarung der Idee

Methode:
Laufe mit zwei Indizes gegenlaufig von | bzw. r zur Mitte
Tausche gegebenenfalls Schlissel zwischen den Tellarrays aus

1 [ k r n

X

Rekursion:
linkes Teilarray all ...k — 1] und rechtes Teilarray a[k + 1...r] bearbeiten
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QuickSort: Beispiel

00 ) 4 3 2 8 1 7 6
|T """" > t------- JT
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QuickSort: Beispiel
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QuickSort: Visualisierung
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QuickSort: Implementierung

static void quickSort (int[] a, int |, intr) {
if (1<r){
Int m = partition(a, |, r);
quickSort(a, I, m-1);
guickSort(a, m+1, r);

}

Aufruf mit: quickSort(a, 1, n);

Datenstrukturen und Algorithmen 2 - 46
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QuickSort: Implementierung

static int partition (int[] a, int I, int r){

inti=I[-1;
Intj=r;
while (i <) {

i++; while (a[i] < a[ r]) {++i:}
J--;while (@[ j ] > a[ r ]) {--;}

swap(a, 1, j);
}
swap(a, 1, j); " Technischer }
swap(a, i, r); Grund
return i;
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QuickSort: Implementierung

e Achtung:
Verwende Sentinel, um korrekte Terminierung der inneren
Schleife zu garantieren.

o Aufruf mit:
al[0] := -0
QuickSort(a, 1, n);
(Bricht
spatestens
ewhile (a[1]<a[r]) i++; \mrj “re
while (a[j]>a[r]) j-; " Bricht

Spatestens
far ) =1-1 ab.
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QuickSort: Komplexitatsanalyse

Best Case: Folge zerfallt immer in zwei gleich grol3e Teile
n
T(n) = 2- T(E) +0(Mm) € 0(nlogn)

Worst Case: Nur jeweils ein Element wird abgespalten. Bei Pivotwahl vorne oder hinten:
falls die Folge bereits auf- oder absteigend sortiert ist:

Tm)=T(n—-1)+0mn) €0n?

Average Case:

T(n) € O(nlogn)

Bei der Analyse flie3en folgende Annahmen ein:
» Gleichverteilung fur den Index des Pivotelements
— Verwendung des arithmetischen Mittels flr Zeiten fur die Rekursionsaufrufe
* lineare Zeit fur restliche Operationen
Dies fuhrt zu folgendem Ansatz:
n-—1

1 n-1 2
T(n) = 0(n) + E(Zizo T@) +T(n—1— i)) = 0 + - zi:o T(0)
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HeapSort: Verbessertes SelectionSort

e SelectionSort: Wahle n-mal das jeweils nachste Maximum in O(n) Zeit
« Falls das immer in O(logn) ginge, hatten wir ein O(nlogn)-Verfahren
* l|dee: Stelle das jeweils ndchste Maximum in O(logn) ganz nach vorne
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Heap: Struktur

 Ein Heap ist ein links-vollstandiger Bindrbaum, der in ein Array
eingebettet ist und folgende Eigenschatft erflllt:

« Ein Array a erfullt die Heap-Eigenschatft, falls gilt:

[ —1
an > “2a[i] fir i =1,...,a.length — 1

 Ein Array a ist ein Heap beginnend in Position [ = 0, ..., a.length — 1,
falls:

i —1
an > “2a[i] fiir i =201 —1,...,a.length — 1
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Heap: Beispiel fur Einbettung
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Folgerungen der Heapeigenschaft

* In einem Heap ist der Schlissel jedes inneren Knotens grol3er ist als
die Schlissel seiner Kinder.

* Insbesondere gilt damit flr einen Heap im Array:
a[0] = max{a[i]: i =0, ...,a.length — 1}

» AulRerdem gilt folgendes Korollar:
Jedes Array a1 ...n] ist ein Heap beginnend in Position

a.length
[ = > +1
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HeapSort: Ablauf

1. Heap-Aufbau-Phase

Wandle das Array a in einen Heap um.

2. Sortierphase

fori:=0to (a.length—- 2) do
a) Tausche Wurzel a[0] und aktuell letztes Element a[a.length — i]

b) Stelle fiir das Rest-Array a0 ... (a.length —i — 1)] die Heap-
Eigenschaft wieder her (durch Versickern)
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HeapSort: Beispiel flur Vertauschen

Ausgangssituation:

10|14 7 |17 3 (21|11 |18
— Heap

Vertausche 17 < 18

10|14 7 18| 3 (21|11 | 17
— Heap

Vertausche 7 & 21

10|18 21|17 | 3 | 7 (11|14
— Heap
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HeapSort: Beispiel flr Versickern

Versickere 14 < 18 & 17:

10418 (21|17 | 3 | 7 (11|14
— Heap

Versickere zuletzt 10 & 21 & 11:

2111411117 3 | 7 |10 | 14
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HeapSort: Aufbau des Heaps
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HeapSort: Sortierphase

.
VUL
e %,
) '1.'_: _.- "_: 1=
. ," " L
. - L . _: '?“'. :";_ .
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HeapSort: Implementierung Heapaufbau

static void convertToHeap (int[] a, int n) {
for (inti=n/2; 1>=0; --1){
sink(a, n, I);

Wenn die Schleife bis i = p durchgelaufen ist, hat das Array a ab
Index p die Heap-Eigenschatt.
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HeapSort. Implementierung Versickern

static void sink (int[] a, int n, int i){
while (i < n/2){
intj = 2%;
it (0 <n) && (afj+1] > af)])) J++;
if (afj] > afi]) {
swap(a, |, 1);
=]
} else {
| =n;
}
}
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HeapSort. Implementierung (gesamt)

static void heapSort(int[] a){
convertToHeap(a, a.length — 1);

for (inti = a.length — 1; i >= 0; --i){
swap(a, 0, i);
sink(a, 1, 0);

}
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HeapSort: Komplexitatsanalyse

Wir betrachten die Anzahl der Vergleiche, um ein Array der Grol3e
n = 2% —1,k € N zu sortieren.

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Analyse exemplarisch ftr
ein Array der GroRe n = 2° — 1 = 31 (also k = 5).

O i=0: 20=1

() O i=1 21=2

() () O O i=2 22 =4

() () () () () () () () =3 23=8

o OO0 00O OO0 O O OO0 OO OO0 O =4 24=16

Knoten

Knoten

Knoten

Knoten

Knoten
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HeapSort: Komplexitatsanalyse

Heap-Aufbau fur Array mit n = 2¥ — 1 Knoten

« AufderEbenei,i =0,..,k— 1, gibt es 2! Knoten.

o Wir figen ein Element auf dem Niveau i = (k — 2), (k — 3), ..., 0 hinzu
* Dieses Element kann maximal auf Niveau k — 1 sinken.

* Pro Niveau werden dazu hochstens zwei Vergleiche benotigt:
1. Vergleich: IF a[jJ<=v THEN ...

Wird bei jedem Durchlauf der WHILE-Schleife ausgefihrt, die ihrerseits bei jedem
Prozeduraufruf DownHeap(i, k, a) mindestens einmal durchlaufen wird.

2. Vergleich: IF afj]<a[j+1] THEN ...
Wird ausgefuhrt, falls zweites Kind existiert.

Fur die Gesamtzahl der Vergleiche ergibt sich damit die obere Schranke:

k—2
Z 2. (k—1—10) =2k~ 2(k + 1)

=0

Beweis durch vollstandige Induktion tber k.
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HeapSort: Komplexitatsanalyse

Sortierphase

* Nach Aufbau des Heaps mul3 noch die endgiltige Ordnung auf dem
Array hergestellt werden

— Dazu wird ein Knoten der Tiefe | auf die Wurzel gesetzt

— Dieser Knoten kann mit DownHeap maximal um i Niveaus sinken

— Pro Niveau sind hierzu héchstens zwei Vergleiche erforderlich

— Damit ergibt sich flr die Anzahl der Vergleiche die obere Schranke:

k-1
> 2i-2'=2(k-2)-2"+4
i=0

Beweis durch vollstandige Induktion Uber k
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HeapSort: Komplexitatsanalyse

Zusammen
Sein = 2% — 1, dann gilt fur die Anzahl T(n) der Vergleiche:

T(n) <21 —2(k+ 1) +2(k—-2)-2+4=2k-(2F-1)—-2-(2Fk-1)
=2n-ld(n+1)—2n € O(nlogn)

Fir n = 2%-1 erhalt man ein ahnliches Ergebnis. Die Rechnung gestaltet
sich jedoch umstandlicher.

Resultat

HeapSort sortiert jede Folge a[l1..n] mit hochstens 2n - ld(n+ 1) — 2n €
O(nlogn) Vergleichen.



Lehrstuhl fiir
Datenbanksysteme
und Data Mining
Prof. Dr. T. Seidl

Kapitel 2 - Sortieren

Elementare Sortierverfahren
SelectionSort
InsertionSort

BubbleSort

Hohere Sortierverfahren
MergeSort
QuickSort
HeapSort

Untere und obere Schranken fiir das Sortierproblem

Spezielle Sortierverfahren
CountingSort

LMU




LMU Minchen, Lehrstuhl fir Datenbanksysteme und Data Mining Datenstrukturen und Algorithmen 2 - 67

Untere und obere Schranken fur das
Sortierproblem

bisher:
Komplexitat eines Algorithmus

jetzt:
Komplexitat eines Problems (Aufgabenstellung)

zZiel:

TA(n) = Zahl der Schltsselvergleiche, um eine n-elementige
Folge von Schlisselelementen mit Algorithmus
A zu sortieren.

Tin(N):= Zahl der Vergleiche fur den effizientesten Algorithmus
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Suche nach einer unteren Schranke

Gibt es ein T,(n), so dass
To(n) < Tu(n) VA

gilt, d.h. jeder denkbare Algorithmus braucht in diesem Fall mindestens
T4(n) Vergleiche?
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Suche nach einer oberen Schranke

Wir wahlen einen (moglichst effizienten) Sortieralgorithmus A mit
Komplexitat T,(n).

Sprechweilse:
T,(n) Vergleiche reichen, um jedes Sortierproblem zu losen.
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Untere und obere Schranke zusammen

To(n) < Tipin(n) < Ta(N)

Wunsch:
Ty(n) und T,(n) sollen mdglichst eng zusammen liegen.

Konkret:
 Im folgenden betrachten wir fir das Sortierproblem nur
Vergleichsoperationen

— Beschrankung auf Algorithmen, die Wissen uber die Anordnung der
Eingabefolge allein durch (binére) Vergleichsoperationen erhalten
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Obere Schranke

Wir wahlen als effizienten Algorithmus MergeSort.

nlldn] -2Mdnl+1
< nlldn|-n+1

Ta(n)
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Untere Schranke

Gegeben sei eine n-elementige Folge.
Sortieren: entspricht Auswahl einer Permutation dieser Folge

Es gibt n! Permutationen, aus denen die ,richtige* auszuwahlen ist.
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Entscheidungsbaum

Der Ablauf eines nur auf Vergleichen basierenden Sortieralgorithmus
kann durch einen Entscheidungsbaum dargestellt werden:

 innerer Knoten entspricht Vergleich

 Blatt entspricht Permutation
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Entscheidungsbaum - Beispiel
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Der folgende binare Entscheidungsbaum ,sortiert” ein 3-elementiges
Array a[l1...3]. Da 3! = 6, mul} der Entscheidungsbaum 6 Blatter besitzen.
Wegen Id 6 ~ 2.58 existiert in dem Baum mindestens ein Pfad der Lange

3.

a[2] < a[3]

ja

a[l], a[2], a[3]

ja

[ a[1] < a[2] ]

ja

nein

a[l] < a[3]

nein

nein
a[l] < a[3]
ja nein
al2], a[1], a[3] a[2] < a[3]

a[1], a[3], a[2]

a[3], a[1], a[2]

ja

nein

a[2], a[3], a[1] | | a[3], a[2], a[1]
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Entscheidungsbaum

Ein binarer Entscheidungsbaum fur das Sortierproblem besitzt genau n!
Blatter. Damit ergibt sich als untere Schranke flr das Sortierproblem:

ldn! < [I1d n!'l< Ty(n)
Mit der Ungleichung (Beweis: siehe folgende Folien)
nidn-nlde<lIdn!
erhalten wir das Ergebnis:

nldn-nlde<T. . (n)<nlldn|-n+1
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Einfache Schranken fur n!

Obere Schranke:

n n
n! = ‘ ‘ I < 1_[11 =nn
i=1 i=1
Untere Schranke:

=[]z T = Tl = 6

Zusammen:
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Integral-Methode

» Engere Schranken ftr n! mittels der Integral-Methode

— das Flachenintegral monotoner und konvexer Funktionen wird von oben
und unten durch Trapezsummen approximiert.

 FUr die Fakultatsfunktion gilt:

n n
In(n!) = lnl_[i = Zlni
i=1 i=1
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Graph zu In(x)

In(x) 7

=y
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Untere Schranke

Die Logarithmusfunktion x — f(x): = In(x) ist monoton und konvex.
Daher:

!
LT3

j In(x)dx < In(i)

-y In(x)
1=

In(i)

i-1/2 i i+1/2
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Untere Schranke fur n!

Summation von i = 1, ...,n ergibt:

1
Tl+§

j In(x) dx < Zln(i) = In(n)
i=1

1

2

Mit f; In(x) dx = x - In(x) — x|2 folgt die untere Schranke fiir In(n!):

In(n!) > +1 1 +1 L1 1 . +1

n(n) z|\n+-|-Infn+to)-n-—o—o-In{- ]+
1 1 1

=n-ln<n+§>+ln<n+§>—n-ln(e)+§-ln(2)

>n-ln(n) —n-lIn(e)

2> nldn—nlde < ldn! (wie vorne genutzt)
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Obere Schranke fur n!

Das Integral tber In(x) in den Grenzen i-1 und i ist eine obere Schranke
der zugehorigen Trapezuntersumme:

A

% [In(i =2) + In(i)] < jl'”( X) dx )»/

Summation voni = 2, ..., n ergibt:

In(n!)—%ln(n)gjln(x)dx:n-ln(n)—nln(e)+l /

- In(n!)sn-ln(nj+1-ln(n)+1
e 2
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Beide Schranken zusammen

Aus den vorherigen Berechnungen ergibt sich

n-In(nj+;-ln(n)+;In(2) < In(n) < n-In(2j+;ln(n)+l

e

N In((zjn)ﬂn(ﬁ)ﬂn(ﬁ) < In(n) < In((re]jn)ﬂn(\m)ﬂn(e)

Und somit:

)  cnclt]

e
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Stirlingsche Formel

Es gilt: " oL
nl=./2zn (Ej e (”j
e
mit
1 <® i <i
12n +1 n) 12n

Der Fehler ®(1/n) strebt sehr schnell gegen 0O:

im @(Ej =0
N—o0 n

Datenstrukturen und Algorithmen 2 - 83
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Spezielle Sortierverfahren: CountingSort

Voraussetzung:
Schllussel sind darstellbar als ganzzahlige Werte im Bereich O, ..., M-1,
sodass sie als Array-Index verwendet werden kénnen.

alil €{0,....,M-1} Vi=1,...,n

Arbeitswelse:

1. Erstelle ein Histogramm, d.h. zahle fur jeden Schllsselwert, wie
haufig er vorkommt.

2. Berechne aus dem Histogramm die Position flir jeden Record.

3. Bewege die Records an ihre errechnete Position.
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CountingSort: Beispiel

4 Schlisselwerte: A, B, C und D
» Array mit 14 Eintragen:

ABIBIAICIAIDIAIBIBIAIDIDA

1. Zahlen der Haufigkeit jedes Schllssels

AlB|C D

6 4 1 3

2. Berechnen der hdchsten Position jedes Eintrags
AlB|CID
6 10 1 14

3. Einfligen der Elemente an der berechneten Position.

AALAAIAIAIBIBIBIBICIDIDID

Ruckwartiges Durchlaufen gewahrleistet Stabilitat

14

10

Count[a[j]]

x| << | x| x|
WX X X X

O] X

O X X X

v

Datenstrukturen und Algorithmen 2 - 86

afl]
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CountingSort: Implementierung

static int[] countingSort(int[] array, int keysCount){
int[] histogram = new Int [keysCount];

for (int 1 = 0; 1 < array.length ; 1++){ )

histogram[ array[i1] ]++; — O(n)

} _

for (int 1 = 1; 1 < keysCount; i++){ 7]

histogram[i] += histogram[i-1] —  O(M)

} _
int[] result = int [array.length]
for (int 1 = array.length; 1 >= 0; 1--){

O(n)

result [histogram[array[i]]] = array[i];
histogram [array[i1]]--;

CountingSort hat eine Zeitkomplexitat von T(n) € O(n + M) = O( max{n, M })
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CountingSort: Komplexitat

Komplexitat von CountingSort:
T(n) €e O(n+ M) =0(max{n, M})

« Fur kleine Schltisselmengen ist CountingSort besser als die von uns
bewiesene Schranke! Wie ist das moglich?

e CountingSort beruht nicht auf Vergleichen.

 Beim Bewels der unteren Schranke haben wir vorausgesetzt, dass
Elemente durch Vergleichen sortiert werden.
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BucketSort

* Fur grol3e oder nicht endliche Anzahl von Schllisseln
« Aufteilung der Schlissel in Gruppen (Buckets)

« Grobe Sortierung der Elemente anhand der Gruppen
» Algorithmus entsprechend CountingSort

« Beispiele:

— Sortierung von Klausuren anhand der ersten Ziffern der Matrikelnummer
— Sortierung von Briefen anhand der ersten zwei Ziffern der PLZ
— Sortierung nach Namen anhand des Anfangsbuchstaben
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