« Bisher:
Suchen mit Hilfe von Schlusselvergleichen

o Jetzt:
Stattdessen Adressberechnung
— Auswertung einer Funktion (Hash- oder Adressfunktion)

« Vorteil:
Suche erfolgt weitgehend unabhangig von den anderen
Schlusselwerten
— In der Regel schneller
(im Durchschnitt konstanter statt logarithmischer Aufwand)



Prinzipielle Idee von Hashverfahren:

« Speicher ist aufgeteilt in eine Folge von m Speicherzellen
(Buckets) By, By, ..., By_1.

« Jeder Bucket kann einen oder mehrere (b = ,bucketsize’)
Datensatze (Schlussel) aufnehmen.

« Jeder Schlussel wird durch die Hashfunktion eindeutig
einem Bucket B; zugeordnet.

« Sei K die Menge der Schlussel, so stellt eine Hashfunktion h
eine Abbildung der Schlussel in die Menge der
Bucketadressen dar:

h:K - [0,1,...,m — 1]



Prinzipielle Idee von Hashverfahren: (Fortsetzung)

« Eine Suchoperation teilt sich auf in:

— Auswerten der Hashfunktion
(finden der Adresse der Speicherzelle)
— konstanter Zeitaufwand

— Zugriff auf die entsprechende Speicherzelle
— Im l|dealfall: konstanter Zeitaufwand

* Im ldealfall:
Gesamtzeitaufwand fur eine Suchoperation: konstant




Bemerkungen:

« Ein Hashverfahren, bei dem die obige Suchstrategie in
jedem Fall zum Erfolg fuhrt, d.h. gewahrleistet, dass jeder
Adresse hochstens b Schlussel zugeordnet werden, nennt
man perfektes Hashing (,perfect hashing’).

« Wir werden jedoch sehen, dass diese Eigenschaft in der
Regel nicht erfullt ist.

« Sie kann tatsachlich nur unter ganz bestimmten
Voraussetzungen, z.B. bei statischen oder sehr kleinen
Schlusselmengen, erfullt werden.

— Zeitabschatzung fur den Idealfall ist ,in Gefahr'



Beispiele:

Fur ganzzahlige Schlussel:
h:K - [0,1,...,m —1] mit h(k) =k MOD m.

Seim =10

Schliissel: 13, 7,5, 24, 8, 18, 17, 31, 3, 11, 9, 30, 24, 27, 21, 19

131 24| 5 71 8
bucket 0 1 9




> T
= Erita
DATABASE H daS h ve rfa h ren V I = #{iﬁg l
i LMU

Fur Zeichenketten:

Benutze die ORD-Funktion (ORD(a) =1, ORD(b) = 2, ...) zur
Abbildung auf ganzzahlige Werte, z.B.

s.length—1
h: STRING — 2 (ORD(s[i]) — ORD(a) + 1) | MOD m
=0
Seim =15
JAN =>25MOD 15=10 JUL =>43MOD 15=13
FEB = 13MOD 15=13 AUG =>29MOD 15=14
MAR = 32MOD 15=2 SEP = 40MOD 15=10
APR = 35MOD 15=5 OKT = 46MOD 15=1
MAI = 23MOD 15=28 NOV =51 MOD 15=6
JUN =>45MOD 15=0 DEZ = 35MOD I5=5
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Erwunschte Eigenschaften fur Hashfunktionen:

« Surjektivitat: Alle Speicherzellen werden erfasst
(keine leeren Speicherbereiche)

« Schlussel sollten gleichmaRig uber alle Speicherzellen
verteilt werden (ideales Hashverfahren)

« Wert der Hashfunktion sollte effizient zu berechnen sein

Im Allgemeinen gilt: card(K) >» m.



Weiteres Beispiel: Personaldatei

« Mogliche Schlussel: Nachnamen bis zur Lange 10
— card(K) = 26°

« Aber: Menge der zu erfassenden Personen nur 10000
- m = 10000

Beobachtung:

Die Menge K aller moglichen Schlussel ist haufig um mehrere
Grollenordnungen umfangreicher als die Menge der
verfugbaren Adressen

— keine injektive Abbildung moglich!



w
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Prinzipielles Problem des Ansatzes von Hashverfahren:

« Kollisionen, d.h. die Hashfunktion ordnet einem Bucket
mehr Schlussel zu, als dieses fasst.

« Im allgemeinen ist die Bucketkapazitat fur Hashverfahren
— fur Verfahren im Hauptspeicher b =1
— fur Verfahren fur den Sekundarspeicher b > 1

— negative Auswirkungen auf die Performanz
(Kollisionen verlangern die Suchzeit)

— Hashfunktion nicht einfach zufallig auswahlen, sondern
soll auf die Minimierung von Kollisionen ausgerichtet sein!

Selbst bei kleiner Schlusselmenge K und grof8em Adressraum
(m) ist eine zufallige Funktion f: K — {0,1, ..., m — 1} gefahrlich:
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Geburtstagsparadoxon:

« Zufallige Auswahl von 23 Personen (card(K) = 23)

- Zufallige Geburtstage, d.h. die Hashfunktion h, die jeder
Person ihren Geburtstag zuordnet, ist eine zufallige
Adressfunktion mit m = 365.

 Nach wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen gilt:
W (verschiedene Geburtstage der 23 Personen) = 0,493

— bereits bel einer derart geringen Anzahl von Schlusseln ist
die Wahrscheinlichkeit einer Kollision bei zufallig
gewahlter Adressfunktion > 50%.



Bemerkung:

« Auch bei ,guten’ Hashfunktionen konnen Kollisionen nicht
grundsatzlich vermieden werden, sofern die tatsachlich
auftretenden Schlussel nicht von vorneherein bekannt sind.

« Geeignete Strategien zur Behandlung von Kollisionen notig.

Folgerung:

« Zweil unabhangige Teilprobleme zu losen:

— Bestimmung einer ,guten’, kollisionsminimierenden Hashfunktion
— Angabe einer geeigneten Kollisionsstrategie

In Folgenden Untersuchungen gehen wir auf Hashverfahren
Im Hauptspeicher ein (— Kapazitat von einem Eintrag, b = 1)



Problem:

Gesucht ist eine Hashfunktion h: K - [0,1, ..., m — 1], die
nichtzufalligen Schlusseln scheinbar zufallige Adressen
zuordnet (Randomisierung).

Eine moglichst uniforme Verteilung der Schlussel auf die
Hashadressen wird dabei angestrebt.

Im Folgenden sei die Schlusselmenge K stets als int
vorgegeben.



w

Hashfunktionen:
sstews | Djvisionsmethode

Allgemeiner Ansatz: h(k) = k MOD m.

(Modifikation: h(k) = ORD'(k) MOD m, falls k ein
nichtnumerischer Schliissel und ORD'(k) eine Funktion
Ist, die k auf einen ganzzahligen Wert abbildet.)

Welche Werte sind fur m geeignet?

m = 2%; h(k) = letzte d Bits der Binarzahl k

— keine zufallige Zuordnung!
geradzahliges m: h(k) gerade & k gerade — auch ungunstig!
m Primzahl > 2: — gut geeignet!

Aber: aufeinanderfolgende Schlussel k,k + 1, ... werden mit
hoher Wahrscheinlichkeit auf aufeinanderfolgende Adressen
(h(k + 1) = h(k) + 1) abgebildet!
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£ | Hashfunktionen: fl*“M
DATABASE o o . e ||
ssews | [KKollIsionsstrategien MU

Beispiel: m =11 und h(k) =k MOD 11

h(k) 7 5 10 8 2 {3 1 3

Kollision
Zwei Ansatze bei der Behandlung von Kollisionen:

« Offene Hashverfahren
e Geschlossene Hashverfahren
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« Jeder Hashadresse konnen beliebig viele Schlussel
zugeordnet werden.

* Diese werden in geeigneter Form (mittels einer overflow
area) organisiert.

. Kollisionen werden somit durch ein ,erlaubtes Uberlaufen”
einer Speicherzelle behandelt.

Vorteile:

« Gesamtanzahl der Schlussel ist nicht beschrankt
Probleme:

« Zusatzlicher Speicherbedarf
e Hoher Suchaufwand im schlechtesten Fall



£ | Hashfunktionen:
ssms | Offene Hashverfahren |l LIMU

Direkte Verkettung (,,separate chaining”):

Jedem Eintrag der Hashtabelle wird eine separate Liste von
Elementen zugeordnet.

__________________________________________________________________________________________________________________________________

class Entry {
| public int key;
E public Entry next;
N
Eclass OpenHashtable {
protected Entry[] hTable;
protected int m;
public OpenHashtable(int size) {
hTable = new Entry[size];
m = size;
}

// weitere Methoden

_________________________________________________________________________________________________________________________________
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€ | Hashfunktionen: R
s==vs | Offene Hashverfahren IV LMU

Methode fur das Suchen eines Objektes mit Schlussel k:
. public boolean search(int k) {
' Entry p;
// h(R) sel die Hashfunktion, z.B.: h(R) = R % m;
p = hTable[h(k)];
while (p != null) {
if (p.key == k)
return true;
else
p = p.nhext;

¥

return false;

__________________________________________________________________________________________________________________________________
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« Beil n Schlusseln und m Adressen enthalt jede der Listen im
Mittel % Elemente

— Hashing verbessert den Aufwand der sequentiellen Suche
um den Faktor m.

« Einschrankung fur die Kardinalitat m der Menge der
Hashadressen:

- m zu klein: sehr lange Listen von Objekten — schlechte Zugriffszeit
— m zu grol3: viele leere Listen — unnotig belegter Speicherplatz

— gute Wahl von m: m = n.



Gute Hashfunktion wichtig!

— keine der Listen wird ubermalig lang
(Ziel: alle Listen gleich lang)

— guter durchschnittlicher Zeitaufwand: Suche, Einfugen und
Entfernen in 0(1) Zeit (fur m = n).

Aber:

Degenerierung im worst-case moglich, auch bei gut gewahlter
Hashfunktion

— Zeitaufwand: O(n) im worst-case
Platzbedarf: O(n + m)
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Hashfunktionen:
serews | Geschlossene Hashverfahren |

GROUP

« Jede Speicherzelle darf grundsatzlich nur mit der durch die
Bucketkapazitat b festgelegten maximalen Anzahl von
Eintragen belegt werden.

 Ist eine Speicherzelle bereits maximal belegt, so ist fur
weitere Schlussel mit derselben Hashadresse eine spezielle
Kollisionsstrategie anzuwenden.

Probleme:
e Gesamtanzahl der Schlussel ist auf m - b beschrankt

* In der Regel grolBe Effizienzprobleme, falls die Hashtabelle
fast voll” ist
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Direkte Verkettung mit Verschmelzen:

« Wie bel direkten Verkettung, nur werden die Listen
iInnerhalb der Hashtabelle selbst gespeichert.

« Ein Tell des benotigten Speicherplatzes wird eingespart
(der fur das Array von Zeigern), falls m = n.

« Speicherverwaltung wird komplexer.



| 2 3 o 5 6 7 8 9 10
78 | 57 | 80| - 16 | - 7 1 30| - 21
A A VAN A A VAN | A VAN A
62
l 5
1 2 3 - 5 6 7 8 9 10 11
78 | 57 | 80 16 7 130 | 62 | 21
0 10 0 0 10\_0/'0 0
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Hashfunktionen:

sstews | Geschlossene Hashverfahren 1V
class Entry {

)

' cla

public boolean frei;
public int key;
public int next; // @ <= next <= m

ss ClosedHashtable {
protected Entry hTable[];
protected int m;
protected int r; // Anzahl besetzter Adressen
void ClosedHashtable (int size) {
hTable = new Entry[size+l];
m = size;
r = 0;
hTable[0].frei = true;
}

// weitere Methoden

__________________________________________________________________________________________________________________________________
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Hashfunktionen:
seews | (Geschlossene Hashverfahren V

GROUP

Vorgehensweise beim Einfugen eines Schlussels k:
« Berechne die Hashadresse h(k) + 1

« Wenn diese Adresse noch nicht belegt ist: Besetze sie mit k,
ansonsten suche eine andere freie Adresse und speichere k
dort.

Methode fur das Einfugen eines Schlussels:

« Verwendung einer Hilfsvariablenj mitj =m + 1.
— sucht die hochste freie Komponente in der Hashtabelle

« Erweiterung der Hashtabelle um eine Komponente; dabel
gilt stets: T[O] ist frei
— notwendig um OVERFLOW der Hashtabelle zu erkennen
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£ | Hashfunktionen:
s=ens | Geschlossene Hashverfahren VI LMU

__________________________________________________________________________________________________________________________________

Epublic boolean insert (int k) {
int i, j;
boolean b;
i = h(k) + 1;
if (!hTable[i].frei) {
b = false;
j=m+ 1;
while (!b) {
if (hTable[i].key == k)
return false; // Schlissel vorhanden
else if (hTable[i].next != 0)
i = hTable[i].next;
else
b = true;

} // i mit hTable[i].next == @ und hTable[i].key != k -> k einfiigen

__________________________________________________________________________________________________________________________________
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hTable[i].frei = false;
hTable[i].next = 0;
hTable[i].key = k;
return true;

£ | Hashfunktionen:

sstews | Geschlossene Hashverfahren Vi
E do

j =3 -1

| while ('hTable[j].frei); // hTable[@] ist stets frei
if (j == o)

§ return false; // overflow

E else

§ hTable[i].next = j; 1 = j;

.} // end if

'}

__________________________________________________________________________________________________________________________________
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£ | Hashfunktionen: - hiee |
serws | Geschlossene Hashverfahren VIII IMU

Beispiel:
0 1 2 3 -+ 5 6 s 8 2 10 11
78 | 57 | 80 16 7 N | 62 | 21
0 0 0 0 10 0 0 0

N4

Hinzunahme des Schlissels 20’ i ( h(20) = 9 = an die 10.Stelle )

0 1 2 > 4 5 6 7 8 9 10 11

78 | 57 | 80 16 1 20 | 7 | 30 | 62 | 21
0 0 0 0| O 0| 7 0

10
M 4
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Verschiedene Listen werden miteinander verschmolzen.

— Suche ist damit haufig nicht nur auf die Elemente
einer Hashadresse beschrankt.

— ungunstig fur die Suchzeit.
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Hashfunktionen: SHEgh:
osews | Offene Adressierung (rehashing) | IMU

GROUP

« Explizite Verzweigung von Elementen wird vermieden.

« Stattdessen: Adressberechnung wird fur uberlaufende
Elemente iteriert.

Lineares Sondieren (, linear probing"):

« Betrachte ausgehend von h(k) jeweils das Folgeelement:
h(k),h(k) +1,h(k)+2,..,m—1,0,1,..,h(k) —1
(zyklische Sondierungsfolge)
« Fur jeden Schlussel k: Elemente der Hashtabelle werden in
dieser zyklischen Sondierungsfolge besucht, bis der
Schlussel k oder eine leere Position gefunden wird.

« Einfugen eines neuen Schlussels erfolgt nur fallsr <m — 1
— r: Anzahl besetzter Adressen (, voll": r == m — 1)
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Hashfunktionen:
Offene Adressierung (rehashing) Il

. pub

lic boolean insert(int k) {
int i;
boolean b;
if (r ==m - 1)
return false; // overflow
else {
r=r + 1;
1= h(k);
if (!hTable[i].frei) {
b = false;
while (!b) {
if (hTable[i].key == k)

return false; // Schlissel vorhanden
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Hashfunktionen:

w

GROUP

sstws | Offene Adressierung (rehashing) 1l LMU

______________________________________________________________________________________________________________________________

else {
i=1+ 1;
if (i>m-1)
i =1 - m;
if (hTable[i].frei)
b = true;
}
}
} // nach der Schleife gilt hTable[i].frei == true
hTable[i].frei = false;
hTable[i].key = k;
return true;

______________________________________________________________________________________________________________________________
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Hashfunktionen:
sstws | Offene Adressierung (rehashing) IV

GROUP

« Lineares Sondieren ist gut, falls Hashtabelle nicht zu voll ist

 Ist die Hashtabelle dagegen annahernd voll:
— lange Ketten besetzter Positionen wachsen mit hoherer
Wahrscheinlichkeit als kurze.
— ausgepragte Tendenz zur Kettenbildung
— ungunstiges Suchverhalten

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

m=19,n=9 T 7 )
i) D) 00 |

k=> Position 15 < 11 <h(k) < 15

J = Position 8 < h(k) = = Einfiigen in Position 15 1st 5 mal so wahrscheinlich

wie 1n Position 8

allgemein: Einfligen an eine Stelle mit / besetzten Vorgidngern 1st (/+1) mal so
wahrscheinlich wie das Einfiigen an eine 1solierte Position.
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Hashfunktionen:
sstws | Offene Adressierung (rehashing) V

« Allgemein gibt man bei der offenen Adressierung eine Folge
von Hashfunktionen vor: hy(k), h,(k), h,(k), ..., hy—1 (k).

« Diese sollte so gewahlt sein, dass samtliche Adressen
0..m — 1 auftreten.

« Fur einen einzufugenden Schlussel k werden nacheinander
die entsprechenden Zellen der Hashtabelle inspiziert
(sondiert), bis eine freie Zelle gefunden ist.

« Dieselbe Strategie gilt auch fur Suchoperationen.

Im Beispiel des linearen Sondierens qilt:
hi(k) = (h(k) +i) MOD m, 0<i<m-1
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Problem:

« Eintrage durfen nicht einfach geloscht werden:
Kollisionspfade anderer Elemente konnten unterbrochen

werden!
« Stattdessen werden entfernte Elemente nur als , entfernt”

markiert
— ungunstig fur stark dynamische Anwendungen



