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sl Motivation furs Sortieren

SYSTEMS
GROUP

Sortieren: Anordnen einer gegebenen Menge von Objekten in
einer bestimmten Ordnung

« Sortierte Folgen von Objekten — deutliche Vereinfachung
fur den Zugriff auf einzelne Elemente der Objektmenge

« Sortieren ist daher eine grundlegende Tatigkeit in vielen
Anwendungsbereichen angewandt wird, z.B.:

Telefonbucher / Worterbucher / Sortierung nach Buchstaben
Buchereikataloge

Zugfahrplane / Flugplane / Sortierung nach Datum/Uhrzeit
Terminkalender

Kundenlisten / Inventarlisten Sortierung nach Schlusseln

LRU- (least recently used) Schlange Sortierung nach Zeitpunkt der letzten
Nutzung
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Allgemeine Problemstellung:

Gegeben:
n Objekte a4, a,, ..., a, mit ihren Sortierschlusseln kq, k,, ..., ky,

Gesucht:

Eine Anordnung a; , a;, ...,a; mit:

e (iq,iy9,...,1,) ist eine Permutation von (1,2, ...,n) und
o ki <k; <--<k; (Sonderkriterium)



Beispiel:

715111011 (14(6 (2|9 |11| —» |1 |2|5|6|7|9|10(11|11|14
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Anmerkung:

« Sortierschlussel mussen einem Datentyp angehoren, auf
den das Sortierkriterium anwendbar ist, d.h. auf dem eine
. <"-Relation definiert ist.

« @Gilt in naturlicher Weise fur atomare Datentypen
(wie int, float oder char)



£ | Beispiel: ‘
== | Allgemeine Klassendeklaration LMU

Sei die folgende allgemeine Klassendeklaration vorgegeben:

- class Entry {
public int key;

_____________________________________________________________________________________________________________________________

. class SortableArray {
public Entry af];

// Im Konstruktor initialisieren mit new Entry[n]
// Die Schliissel sind in a[@].key bis a[n-1].key gespeichert
protected int n = a.length;

protected void vertausche(int k, int 1) {
Entry t = a[k]; a[k] = a[l]; a[l] = t;

_____________________________________________________________________________________________________________________________
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while

30, ) : @ < DA (k> k)
do

vertausche a; und a;
end

Anmerkungen:
* Nicht deterministisch
« Geeignete Kontrollstruktur (Algorithmus) notig!
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Zwei Kategorien
serews | yon Sortierverfahren

GROUP

« Allgemeine Aufteilung in zwei Kategorien:
— Sortieren von Arrays (internes Sortieren)
— Sortieren sequentieller Files (externes Sortieren)

« Externe Sortierverfahren kommen fur sehr grol3e
Datenmengen zur Anwendung, die
nicht komplett in den Hauptspeicher
eingelesen werden konnen.

externes Sortieren:

[ ) ) ' zu jedem Zeitpunkt 1st nur ein
internes Sortieren: alle Objekte sind bekannt Teil der Objekte bekannt
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sy Otabilitat von Sortierverfahren

SYSTEMS
GROUP

Definition:

Ein Sortierverfahren heif3t stabil, wenn die relative Ordnung
von Elementen mit gleichen Schlusselwerten beim Sortieren
erhalten bleibt, d.h. wenn fur die sortierte Folge

kil'kiz' ""kin gllt kij = kil und ] <l=> l] < il

Weitere Klassifikationen von Sortierverfahren sind moglich:

— Uber ihr methodisches Vorgehen (Sortieren durch Einfligen oder
durch Auswahlen; Divide-and-Conquer-Verfahren; ...),

— Uber ihr Laufzeitverhalten (im schlechtesten Fall / Durchschnitt),

— Uber ihren Speicherplatzbedarf (in situ oder zweites Array /
zusatzlicher Speicher notig)

« Fur uns wesentliches Kriterium — Laufzeitverhalten
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sl VE€rgleich verschiedener Verfahren

SYSTEMS
GROUP

« Vergleich unterschiedlicher Verfahren:
Zahlen der Anzahl der beil einer Sortierung von n Elementen
durchzufuhrenden Operationen (in Abhangigkeit von n).

« Die beiden wesentlichen Operationen der internen
Sortierverfahren sind:

— Vergleiche von Schlusselwerten
— Informationen uber die vorliegende Ordnung

— Zuweisungsoperationen, z.B. Vertauschungsoperationen oder
Transpositionen von Objekten (im allg. innerhalb eines Arrays)
— Herstellen der Ordnung

Im Folgenden bezeichne
- C(n) die Anzahl der Vergleiche
- M(n) die Anzahl der Zuweisungsoperationen,
die bei der Sortierung von n Elementen notwendig sind.
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3.1. Interne Sortierverfahren
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Frage:
Wie schnell kann man uberhaupt sortieren?

« Beschrankung auf solche Algorithmen, die nur
Schlusselvergleiche und Transpositionen verwenden

¢ Gesucht:
Eine untere Schranke fur die Anzahl C,,,,,(n) von
Schlusselvergleichen, die im schlechtesten Fall notwendig

sind.



Entscheidungsbaum fur 3 Schlussel k4, k,, k3:

k19k39k2 k39 k19k2 k29 k19k3 k29k39k1




* In einem Entscheidungsbaum ohne redundante Vergleiche
entspricht jedes Blatt einer der n! verschiedenen
Permutationen von n Elementen.

— Entscheidungsbaum fur n Elemente hat eine

minimale Hohe von

[lOgZ(n')] )
da es sich um einen binaren Baum handelt.

« Damit gilt fur einen beliebigen Sortieralgorithmus:
Crnax(m) = Q(n - logn)



Begrundung:
Crnax(m) = [logy(n)]

nen-(n—1)- .. (ED > (g)%
= log,(n!) > . log, (g) = 0(n-logn)

- Crax(M) = 0(n-logn) © Cpax(n) = Q(n - logn)

und

Resultat: Sortierverfahren haben mindestens eine Laufzeit von
O(n-logn)




Anmerkungen:

« Algorithmen, die diese Laufzeit auch tatsachlich erreichen,
sind recht komplex.

« Deshalb gehen wir zunachst nur auf einfache
Sortierverfahren ein.

« Fur ein kleines n (z.B. n < 100) erreichen einfache
Sortierverfahren meist eine ausreichende Performance!

« Einfache Sortierverfahren besitzen meist eine
Laufzeit von 0(n?).



o] Sortieren durch Abzihlen | LA ]|
S LMU.

Sortieren durch Abzahlen:

Prinzip:

e Der j-te Schlussel der sortierten Folge ist grofSer als j — 1
der ubrigen Schlussel.

« Die Position eines Schlussels in der sortierten Folge kann
damit durch Abzahlen der kleineren Schlussel ermittelt
werden.

int zaehler[] = new int[n]; |

_// Die Schlissel sind in a[@].key bis a[n-1].key gespeichert. |
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aense|  SOrtieren durch Abzahlen 1l

SYSTEMS LMU =
GROUP i

Ziel:
zaehlerli]l = (Anzahl der Elemente a; mit a;. key < a;. key)

Start:
zaehler[l =10, O, ..., 0}
Programmstuck:

_____________________________________________________________________________________________________________________________

- for (int i = n-1; i >=1; i--) {
for (int j =1 -1; j >=0; j--) {
if (a[i].key < a[j].key)
zaehler[j]++;
else
zaehler[i]++;
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Veranschaulichung:

START:

. Schritt

(n-1). Schritt

12

8 | 10

12

8 [ 10

12

Ziihler

OjJO0}|O
171110
51210

Ergebnis:




« Algorithmus ist stabil.
 Algorithmus wird instabil, falls ,<" mit ,<’ ersetzt wird.

« Fur die benotigte Anzahl von Vergleichen qilt:

C(n)=(n—1)+(n—2)_|_..._|_1=n°(nz_1)

= 0(n?)

* Die Anzahl der Zuweisungsoperationen fur den Zahler ist
Identisch zur Anzahl der Schlusselvergleiche. Hinzu kommt
ein linearer Aufwand, da jedes Objekt jetzt noch an die
richtige Stelle platziert werden muss.

- M) = 0(n?)



Sortieren durch direktes Auswahlen (Selection Sort):

Prinzip:

Suche aus allen n Elementen das kleinste und setze es an
die erste Stelle.

Wiederhole dieses Verfahren fur die verbleibenden n —
1,n—2,.. Elemente.

Nach n — 1 Durchlaufen ist die Sortierung abgeschlossen.
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Selection Sort Il

DATABASE
MU
GROUP

Algorithmus:

_____________________________________________________________________________________________________________________________

. void selectionSort() f{

' int minindex;

for (int 1 = 0; 1 <= n-2; i++) {
minindex = 1i;

// minimales Element suchen
for (int j = i+1l; j < n; j++) {
if (a[j].key < a[minidex].key) {
minindex = j;
}
}

vertausche(i, minindex);

_____________________________________________________________________________________________________________________________
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Veranschaulichung:

START: |9 |5 |1 (128 (10| 6 | 3

1.Schritt | 9|5 /1 /12/8 /1063 —m [ 1|59 12/8[10 6 3
- SN v

2.Schritt |1 |5 9128 10 6| 3| —m [ 1/3/9 12/ 8/10/6 |5

. ” w

(n-1).Schritt | 1 |3 5/ 6|8 9 |12/10 —®» | 1|3 /5|6 8|9 10|12

- | > 4



Anzahl der Vergleichoperationen:

Cm=n-1D)+nn-2)+--+1=

n-(n—1)
5 = 0(n?)

Durchschnittliche Anzahl von Zuweisungen: (ohne Beweis)
My(n) = O(n -logn)

( Anzahl von Vertauschungen: 0(n) )

Wesentlicher Aufwand
— Bestimmung des Minimums der verbleibenden Elemente

Lemma:

Jeder Algorithmus zum Auffinden des Minimums von n
Elementen, der auf Vergleichen von Paaren von Elementen
basiert, benotigt mindestens n — 1 Vergleiche.
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~aese] BUDDle Sort | o e |
GROUP ot i

Sortieren durch direktes Austauschen (Bubble Sort):

Prinzip: Das Verfahren basiert darauf, die relative Reihenfolge
benachbarter Elemente zu uberprufen und diese so zu
vertauschen, dass kleine Elemente an den Anfang und grolSere
Elemente an das Ende des Arrays wandern.

1. Durchlauf: Bearbeitung der Paare (a,,_1,a,), (a,_5, an_1)

 Das kleinste Element wandert an die an die erste Position
Im Array; es wird nicht weiter betrachtet.

« So entsteht eine immer langere sortierte Folge von
Elementen am Anfang des Arrays

« Sortierung ist abgeschlossen nach n — 1 Durchlaufen.
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DATABASE BUbee Sort II

MU
GROUP

Algorithmus:

_____________________________________________________________________________________________________________________________

' void bubbleSort() {
' for (int i = 9; i < n-1; i++) {
for (int j = n-1; j >= 1i; j--) {
if (a[j].key < a[j-1].key) {
vertausche(j, j-1);

_____________________________________________________________________________________________________________________________
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Veranschaulichung:

START: 915|112 10
= -
1. Schritt 9 /5|1 |12|8|10] 6| 3 —p | ] 121 8 [10] 6
v
k./;-‘ -
2. Schritt 1195|3128 |10]6| —p |1 6 12| 8 |10
| ~ ., .~
(n-1). Schritt 13|56 89 1012 —» | 1 819 (11012




« Anzahl der Vergleichoperationen:

n-n—1
Cn=(n—-1D+n-2)+--+1= (2 )=0(n2)
« Durchschnittliche Anzahl von Vertauschungen:
n-n—1
M) =D~ o2y

« Verbesserungen:

— Durchlauf der inneren for-Schleife ohne jegliche Vertauschung zweier
Elemente ermoglicht fruhzeitigen Abbruch des Algorithmus

— Beobachtung: Asymmetrisches Verhalten!
 kleine Schlussel springen schnell an den Anfang des Array
« grol3e Schlussel wandern nur schrittweise ans Ende

— Anderungen der Richtung aufeinanderfolgender Durchlaufe (,,Shaker
Sort")

— Verbesserungen sparen nur Schlusselvergleiche, keine
Vertauschungsoperationen!



Sortieren durch direktes Einfugen (Insertion Sort):

Prinzip:

Element a; beschreibt fur sich genommen stets eine korrekt
sortierte ,Folge’.

Seien nun furj = 2,3, ... die ersten j — 1 Elemente
a, ay, ..., a;_q1 korrekt sortiert.

Im j-ten Durchlauf wird das Element a; an die richtige Stelle
der vorsortierten Folge eingefugt.

Nach n — 1 Durchlaufen ist die Sortierung abgeschlossen.
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Insertion Sort ||

DATABASE
MU
GROUP

Algorithmus:

. void insertionSort() {
' Entry X = new Entry,;
for (int j = 1; j < n; j++) {
x = a[jl;
i=3j-1;
while ((i >= 0) && (x.key < a[i].key)) {
ali+1l] = a[i]; // Transposition der Array-Elemente
i =1-1;
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ammse|  INNSErtion Sort Il

LMU
GROUP

Veranschaulichung:

START: 91511 (12] 8106 |3

I.Schritt [ 9| S| L |12(8|10f6 |3 —® |S5S|[9]|1|12] 8|10 6] 3

2.Schritt | S5 |9 |1 |12 8|10 63| —m | 1|5]9]|128]|10] 6] 3

(n-1).Schritt | 1 | S |6 (8|9 |10(12(3 | —® [ 1|3 |5]|6]|8]9|10]I2
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Laufzeitanalyse:
e AuRere (for-) Schleife wird stets n — 1 mal durchlaufen

« Beim Einfugen des j-ten Elementes ((j — 1)-ter Durchlauf
der for-Schleife) werden benotigt:
— Worst Case: j — 1 Schlusselvergleiche und j Transpositionen

— Durchschnitt: % Schlusselvergleiche und % Transpositionen

n
]—1 1 - n2+2—2 2n—2 1

Cuorse (M) = ZJ ~1= ZJ =2 (2 =m) = 0(n?)

Und ebenfalls: 0(n?) Transposmonen.



Verbesserung:
« Beim Einfugen: Binares Suchen statt while-Scheife

« Dadurch: Anzahl der Schlusselvergleiche: O(n -logn)
(sowohl im Worst Case als auch im Durchschnitt)

« Aber: Anzahl der Transpositionen bleibt erhalten
— Aufwand 0(n?) bleibt



Bemerkung:

Ein Sortierverfahren, das Objekte immer nur um eine Position
verschiebt, hat eine durchschnittliche Laufzeit von mindestens 0(n?).

Begrundung (Lemma):

Sei kq, k5, ..., ky, eine zufallige Permutation von {1,2, ...,n}. Dann gilt fur
die durchschnittliche Anzahl Mg(n) der Stellen, uber die die n Objekte

bewegt werden:
My(n) > 0(n?)

Folgerung:

Sortierverfahren, die im Durchschnitt schneller als 0(n?) sind, mussen
Transpositionen in Sprungen statt nur stellenweise vornehmen (wie
z.B. beim Selection Sort)



Verfeinerung des Insertion Sort (Shell Sort):
(Shell 1959, ,,diminishing increment sort")

Prinzip:
Sein = 2%k €eN.

« Das Array wird in jedem Schritt als Menge kleinerer

Gruppen von Elementen betrachtet, beschrieben durch eine
vorgegebene Schrittwelte.

« Diese werden getrennt voneinander (= schneller) uber
Insertion Sort sortiert.

« Beispiele fur Schrittweitenfolge: g

NE

yoeer 1



Prinzip: (Fortsetzung)

1. Schritt: Bildung von % Gruppen mit jeweils 2 Elementen

2. Schritt: Bildung von % Gruppen mit jeweils 4 Elementen

... (Jeder Schritt nutzt die bereits bestehende Vorsortierung aus)

Nach log(n) Schritten: Gesamte Folge ist sortiert.

Fur allgemeines n ergeben sich u.U. um eins grofSere
Gruppen
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DATABASE AS;II‘EII :E;()Iﬁt: III

MU
GROUP

Algorithmus: (Vn € N korrekt)
. void shellSort() {
' int incr, j;
incr = n/2; // Distanz der Elemente eines Teilarrays
while (incr > 0) {
for (int i = incr; i < n; i++) { // einzelne Teilarrays betr.
j =1 - incr;
while (j >= 0) {
if (a[j].key > a[j+incr].key) {
vertausche(j, j+incr);
if (j >= incr) j = j - incr;
else break;
}
else break;
}
}

incr = incr / 2;
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= | Shell Sort IV il
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Veranschaulichung:

START: OS5 1128 |10]6 |3

lI.Schritt [ 9 | S [ 1 |12 8|10 6|3 | —® [ 8|5 1|3 [9]|10]6]12

2.Schritt | 8 (5[ 1|39 (10612 —me | 1|3 |65 8|10 9|12

3.Schritt (1 |36 [5|8|10[9 |12 —® |1 [3[5]|6|8|9]|10]]I2
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Laufzeitanalyse:

« 1. Schritt:
Fur g Teilarrays hochstens 1 Vertauschung

e 2. Schritt:
Fur % Teilarrays hochstens 1 + 2 Vertauschungen

* Imlogn = k-ten Schritt:
Hochstens 1+ 2 + --- + g Vertauschungen

— Gesamtlaufzeit im Mittel nahe bei O(n - yn) = 0(n'>)
Laufzeit im Worst Case offentlichtlich 0(n?).

(ohne Beweis)



Bemerkungen:

« Schrittweiten, die keine Potenzen von 2 sind, liefern in der
Regel bessere Ergebnisse

« Experimentelle Ermittlung von Knuth:
— (umgekehrte) Schrittweitenfolge 1,4, 13,40,121, ...

— allgemein: hy =1, hg . =3-hs+ 1
und beginne mit Schrittweite s, fur die gilt: h1,) = n.

— Dadurch Laufzeit von 0(n%?5)

« Unabhangig von der Schrittwelte:
Laufzeit nicht besser als 0(n*?) (> 0(n - logn)).



