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Kapitel 2  Suchverfahren

Gegeben sei eine Menge von Objekten, die durch (eindeutige) Schliissel charakterisiert sind. Auf-
gabe von Suchverfahren ist die Suche bestimmter Objekte anhand ihres Schliissels.

Bisher: zwei Methoden der Speicherung solcher Objekte

* sequentielle Speicherung " sortiertes Array (bindre Suche)
+ verkettete Speicherung " lineare Liste

Zeitaufwand im schlechtesten Fall fiir eine Menge von n Elementen;

st sequegtiell gespeichert Verke'ttet gespeichert
(sortiertes ARRAY) (lineare Liste)
Suche Objekt mit gegebenem Schliissel O(logn) O(n)
Einfiigen an bekannter Stelle O(n) o(1)
Entfernen an bekannter Stelle O(n) o(1)

Im folgenden werden wir Verfahren behandeln, die sowohl die Suche als auch das Einfiigen und
Entfernen “effizient” unterstiitzen (bessere Laufzeitkomplexitit als O(n)).

2.1 Binire Suchbiume

Ziel: Die Operationen Suchen, Einfiigen und Entfernen sollen alle in O(logn) Zeit durchgefiihrt
werden.

Ansatz: Organisation der Objektmenge als Knoten eines bindren Baumes.
Definition:

Ein bindrer Baum heil3t bindrer Suchbaum, wenn fiir jeden seiner Knoten die Such-
baumeigenschaft gilt, d.h. alle Schliissel im linken Teilbaum sind kleiner, alle Schliissel im
rechten Teilbaum sind grof3er als der Schliissel im Knoten:

<k >k

linker Teilbaum rechter Teilbaum

Tl Tr

Anmerkungen:

* Zur Organisation einer gegebenen Menge von n Schliisseln gibt es eine grofle Anzahl
unterschiedlicher bindrer Suchbédume.

* Der inorder-Durchlauf eines bindren Suchbaumes generiert die (aufsteigend) sortierte
Folge der gespeicherten Schliissel.
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Beispiele:

Zwei verschiedene binare Suchbdaume tiber den Monatsnamen:

Der Entscheidungsbaum zur binédren Suche ist ein bindrer Suchbaum:

(0] 1] 2] 3] 4] (3] (6] (7] [8] ] (10 O [12) 03] (14 31)

2.1.1 Allgemeine binire Suchbiume

class BinaryNode

{ int key;
BinaryNode left;
BinaryNode right;

BinaryNode(int k) { key=k; left = null; right = null;}
}

public class BinarySearchTree
{ BinaryNode root;
public BinarySearchTree () { root = null; }
// ... Implementierung der Methoden insert, find, delete,...

}

Universitdt Miinchen Institut fiir Informatik Studienjahr 2013



Algorithmen und Datenstrukturen Seite 2.3

Die Methode insert (int x) der Klasse BinarySearchTree fligt einen gegebenen Schliissel x ein, falls
dieser noch nicht im Baum enthalten ist:

// Methoden der Klasse BinarySearchTree
public void insert (int x) throws Exception
{ root = insert (x, root);}

protected BinaryNode insert (int x, BinaryNode t) throws Exception
{ if (t==null) t=new BinaryNode (x);
else if (x < t.key)
t.left = insert (x, t.left);
else if (x > t.key)
t.right = insert (x, t.right);
else
throw new Exception (“Inserting twice”);
return t;

Die tliberladene Methode insert (x, ¢) liefert eine Referenz auf die Wurzel des Teilbaums zuriick, in
den x eingefiigt wurde.

Die folgende Methode find (x) sucht in einem bindren Suchbaum den Schliissel x und liefert diesen
zuriick, falls er gefunden wurde. Andernfalls wird eine Ausnahmebehandlung durchgefiihrt.

// Methoden der Klasse BinarySearchTree
public int find (int x) throws Exception
{ return find (x, root).key;}

protected BinaryNode find (int x, BinaryNode t) throws Exception
{ while ( t != null)

{if (x <t.key) t = t.left;

else if ( x > t.key) t = t.right;

else return t;
}
throw new Exception (“key not found”);

}

Das Entfernen eines Schliissels ist etwas komplexer, da auch Schliissel in inneren Knoten des
Baumes betroffen sein konnen und die Suchbaumstruktur aufrecht erhalten werden muss.
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Hierzu zunéchst ein Beispiel:

@ 14 entfernen 9 @ 7 entfernen éA @ — 9 @
—

19 29

Allgemein treten zwei grundsétzlich verschiedene Situationen auf:

Fall 1: der Knoten ¢ mit dem zu entfernenden Schliissel besitzt hochstens einen Sohn (Blatt
oder Halbblatt)

Fall 2: der Knoten ¢ mit dem zu entfernenden Schliissel besitzt zwei S6hne (innerer Knoten)

Fall1:  a) der Knoten ¢ besitzt b) der Knoten g besitzt
keinen Sohn einen linken Sohn (rechts=>symmetrisch)
Q Q.
null
null  pull null

p.right = qg.left;

p.right = null,

Fall 2:
\
-
4 /
7 Programmcode:
s. Methode ‘deleteMin’
T
‘ /
/
T3
/ T 2 T 3

null
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Die folgende Methode delete(x) entfernt einen Schiissel x aus einem bindren Suchbaum. Hierbei
wird eine Hilfsmethode findMin verwendet, die den Knoten des kleinsten Schliissels des rechten
Teilbaumes (eines inneren Knotens) bestimmt und eine weitere Hilfsmethode deleteMin, die diesen

Knoten entfernt:

// Methoden der Klasse BinarySearchTree
public void delete(int x) throws Exception
{ root = delete (x, root);}

protected BinaryNode delete (int x, BinaryNode t) throws Exception

{

}

if (t == null)
throw new Exception (“x does not exist (delete)”);
if (x <t.key) t.left = delete (x, t.left);
else if (x > t.key) t.right = delete (x, t.right);
else if (t.left != null && t.right != null)// X is in inner node t
{ tkey = findMin (t.right).key;
t.right = deleteMin (t.right);
h
else // x is in leaf or in semi-leaf node, reroot t
t = (t.left = null) ? t.left : t.right;
return t;

protected BinaryNode findMin (BinaryNode t) throws Exception
{if (t==null)

throw new Exception (“key not found (findMin)”);

while ( t.left != null) t = t.left;

return t;
b
protected BinaryNode deleteMin (BinaryNode t) throws Exception
{ if (t==null)
throw new Exception (“key not found (deleteMin)”);
if (t.left != null)
t.left = deleteMin (t.left);
else
t = t.right;
return t;
b
Zum Verstindnis: Der Fall des Entfernens aus einem inneren Knoten (t.right != null &&

t.left != null) wird auf eine ‘Blatt-’ (t.right == null && t.left == null) oder eine ‘Halbblatt-
Situation’ (t.right != null || t.left != null) zuriickgefiihrt, indem der zu l6schende Schliissel
durch den kleinsten der groeren Schliissel ersetzt wird. Dieser Schliissel befindet sich stets
in einem Blatt oder einem Halbblatt, das daraufhin aus dem Baum entfernt wird.
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Laufzeitanalyse der Algorithmen insert, find und delete

Alle drei Methoden sind auf einen einzigen, bei der Wurzel beginnenden Pfad des Suchbaumes be-
schrinkt.
> der maximale Aufwand ist damit O(4), wobei 4 die Hohe des Baumes ist.

Fiir die Hohe binédrer Bdume mit » Knoten gilt:
* Die maximale Hohe eines bindren Baumes mit #» Knoten ist . (" Lineare Liste)

* Seine minimale Hohe ist |_10g2(n+1)—|

Begriindung: Fiir eine gegebene Anzahl n von Knoten haben die sogenannten vollstindig
ausgeglichenen bindren Biume minimale Hohe. In einem vollstindig ausge-
glichenen bindren Baum miissen alle Levels bis auf das unterste vollstindig
besetzt sein. Die maximale Anzahl n von Knoten in einem vollstindig
ausgeglichenen biniren Baum der Hohe /4 ist: h-1

n=32=2"-1
i=0
" Ry = | logy(n+ 1),

Bemerkung: Es gilt: [ log,(n+ 1) | = | logy(n) |[+1 VneIN.

Eine aufwendige Durchschnittsanalyse ergibt unter den beiden Annahmen:
* der Baum ist nur durch Einfligungen entstanden und
« alle moglichen Permutationen der Eingabereihenfolge sind gleichwahrscheinlich

einen mittleren Wert Ay = 2 - In2 - logn ~ 1,386 - logn .
Der durchschnittliche Zeitbedarf fiir Suchen, Einfiigen und Entfernen ist damit O(logn).

Kritikpunkt am naiven Algorithmus zum Aufbau binédrer Suchbdume und damit an der Klasse so
erzeugter bindrer Suchbaume:

> im worst-case ist der Aufwand aller drei Operationen O(n) .

2.1.2 Vollstindig ausgeglichene binire Suchbiume

Die minimale Hohe flogz(n + 1)—| unter allen bindren Suchbdumen besitzen die vollstindig aus-
geglichenen bindren Suchbiume, d.h. bindre Suchbidume, bei denen alle Levels bis auf das un-
terste vollstdndig besetzt sind.

> optimaler Zeitaufwand fiir Suchoperationen
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Vollstindig ausgeglichene binidre Baume fiir verschiedene Knotenzahlen n:

n=13 Level 1

2
Hohe 4

Beispiel: Einfiigen von Schliissel ‘B’ in einen bestehenden Baum

Ko

Problem: Der Baum muss beim Einfiigen von B vollstindig reorganisiert werden.

> Einfiigezeit im schlechtesten Fall: O(n).
b Auswahl einer Kompromissldsung mit den Eigenschaften:

* die Hohe des Baumes ist im schlechtesten Fall O(logn) .

* Reorganisationen bleiben auf den Suchpfad zum einzufiigenden bzw.. zu entfernenden
Schliissel beschriankt und sind damit im schlechtesten Fall in O(logn) Zeit ausfiihrbar.
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Definition:

Eine Klasse von Suchbdumen heif3t balanciert, falls:
* h,,. = O(ogn)

* die Operationen Suchen, Einfiigen und Entfernen sind auf einen Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt beschriankt und benétigen damit im schlechtesten Fall O(logn) Zeit.

Klasse der Suchbdume

Klasse balancierter Suchbdume

Klasse der vollstindig ausgeglichenen
Suchbiaume (Ho6he = rlogz (n+1))

2.1.3 AVL-Biume
(Adelson-Velskij und Landis (1962))

AVL-Baume sind ein Beispiel fiir eine Klasse balancierter Suchbdume.

Definition:
Ein bindrer Suchbaum heifit AVL-Baum, falls fiir die beiden Teilbdume 7, und 7; der Wurzel
gilt:

WT,)~(T)| < 1

* T.und 7, sind ihrerseits AVL-Bdume. (rekursive Definition)

Der Wert h(T,) — h(T;) wird als Balancefaktor (BF) eines Knotens bezeichnet. Er kann in
einem AVL-Baum nur die Werte -1, 0 oder 1 (dargestellt durch -, = und +) annehmen.

Mogliche Strukturverletzungen durch Einfligungen bzw. Entfernungen von Schliisseln er-
fordern Rebalancierungsoperationen.
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Beispiel fiir einen AVL-Baum:

Behauptung: Die minimale Hohe #,,;,(n) eines AVL-Baumes mit # Schliisseln ist [ log,(n + 1) |.

min
Dies folgt aus der Tatsache, dass ein AVL-Baum minimaler Héhe einem vollstindig
ausgeglichenen bindren Suchbaum entspricht.

Behauptung: Die maximale Hohe 4, (n) eines AVL-Baumes mit n Schliisseln ist O(logn) .

max

Beweis: Die maximale Hohe wird realisiert von sogenannten minimalen AVL-Bdumen. Dies
sind AVL-Baume, die fiir eine gegebene Hohe h die minimale Anzahl von Schliis-
seln abspeichern.

Minimale AVL-Baume haben bis auf Symmetrie die folgende Gestalt:

A

Sei n;, die minimale Anzahl von Schliisseln in einem AVL-Baum der Hohe 4.
Dann gilt: n, = n, ,+n, ,+1firh>2 und n,=0,n = 1.

Die minimalen AVL-Baume der Héhen h =0, 1, 2, 3, 4 haben bis auf Symmetrie
folgende Gestalt:

LR R

Die Rekursionsgleichung fiir n, erinnert an die Definition der Fibonacci-Zahlen:

n firn<1

fib(n) = { fib(n-1) + fib(n-2) firn>1
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h 0 1 2 3 4 5 6
n, 0 1 2 4 7 12 20
fiby | o 1 1 2 3 5 8

Hypothese: n; = fib(h+2)—1
Beweis: Induktion iiber A
Induktionsanfang: n, = fib(2)-1 =1-1=0
Induktionsschluss: n, | = n,+n, ;+1
= 1+fib(h+2)—1+fib(h+1)-1
= fib(h+3)-1

Hifisatz fibn) = <=+ (0" ~03") mit 0, = Lt g, =B s

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. (wird hier iibergangen)

Fiir jede beliebige Schliisselanzahl n € IN gibt es ein eindeutiges %, () mit:

) ST )+ 1

Mit obiger Hypothese folgt hieraus: n + 1 = fib(h,,, (n) +2).
Durch Einsetzen erhalten wir:
1 hmax(n) + 2 h)na)((n) + 2 1 hmax(n) + 2 1
ntl>—-|¢ - 0 Z— -0 - =
ﬁ 1 2 ﬁ 1 2
<0,62< A/5/2
. 1 hmax(n) +2 3
Und damit: — - @ <n+z.
S 2

Durch Auflésennach 4, (n) ergibtsich: log(pl(L) +h

max max
J5

, : 3 1
Und fiir £,,,,.(n): hmmgn)élogwxn%—z)—(ﬁog@‘—g)+—é)S

NG

< log(pl(n) + const = log(p1(2) - log,(n) + const

log.(a)\y /A In2
(logb(a) = @ = l—n—c—p—l -log,(n) + const = 1,44 - log,(n) + const

3
(n)+2< log(pl(n + 5) .

Fiir grofe Schliisselanzahlen ist die Hohe eines AVL-Baumes somit um maximal
44% groBer als die des vollstindig ausgeglichenen bindren Suchbaumes.

Also gilt die Behauptung: 4, (n) = O(logn).
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Einfiigen von Schliisseln: Insert(k)
(In der folgenden Beschreibung sind symmetrische Fille nicht dargestellt.)

Der Schliissel £ wird in einen neuen Sohn K des Knotens B eingefiigt.

Fall 1: B ist ein Blatt

B B~
= und UP(B)
K e * K

Fall 2: B hat einen linken Sohn

B B
(=) (=)
p O — P P STOP
@ G @ "G

Die Methode UP(S) wird aufgerufen fiir einen Knoten S, dessen Teilbaum in seiner Hohe um 1
gewachsen ist. S ist die Wurzel eines korrekten AVL-Baumes.
% mogliche Strukturverletzung durch einen zu hohen Teilbaum!

Fall 1: der Vater von S hat BF ‘=
1.1 der Vater von S ist nicht die Wurzel

1.2 der Vater von S ist die Wurzel: = dieselbe Transformation und STOP.

Fall 2: der Vater von S hat BF ‘+’ oder ‘-’ und S ist die Wurzel des kiirzeren Teilbaumes.
> Tn beiden Fallen wird der BF im Vater zu ‘=" und STOP.
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Fall 3: der Vater von S hat BF ‘+” oder ‘-* und S ist die Wurzel des hoheren Teilbaumes.
3.1 der Vater von S hat BF ‘+’ und S hat BF ‘+’:

Rotation

3.2 der Vater von S hat BF ‘+” und S hat BF “-’.
z.B.: B hat BF *-’.

Doppel-Rotation

der Fall B hat BF ‘+’ wird analog gehandhabt.

3.3 der Vater von § hat BF ‘-’ und S hat BF “-’: = symmetrisch zu 3.1
3.4 der Vater von § hat BF ‘-’ und S hat BF ‘+’: = symmetrisch zu 3.2

Beim Einfiigen geniigt eine einzige Rotation bzw. Doppelrotation um eine Strukturverletzung zu
beseitigen. Wir werden sehen, dass dies beim Entfernen nicht geniigt.

Entfernen von Schliisseln: Delete(k)
(In der folgenden Beschreibung sind symmetrische Fille nicht dargestellt.)
Der Knoten K mit Schliissel £ wird entfernt.

Fall 1: K hat hochstens einen Sohn
1.1 K ist ein Blatt
1.1.1 K hat keinen Bruder

B
B — * y
K — @ und UP’(B)
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1.1.2 K hat einen Bruder

STOP

oder

oder

D(=)  und UP(C)

oder

45
1.2 K hat genau einen Sohn
1.2.1 K hat einen linken Sohn

K *
Bf" o waups)

1.2.2 K hat einen rechten Sohn: => symmetrisch

Fall 2: K ist ein innerer Knoten (hat zwei S6hne)

Man bestimme in dem AVL-Baum den kleinsten Schliissel s, der grofler als & ist.
s ist in einem Halbblatt S. Ersetze & durch s und entferne den Schliissel s.

> damit haben wir Fall 2 auf Fall 1 zuriickgefiihrt.

Universitdt Miinchen Institut fiir Informatik Studienjahr 2013



Algorithmen und Datenstrukturen Seite 2.14

Die Methode UP’(S) wird aufgerufen fiir einen Knoten S, dessen Teilbaum in seiner Héhe um 1

reduziert ist. Der Teilbaum mit Wurzel S ist ein korrekter AVL-Baum.
= mogliche Strukturverletzung durch einen zu niedrigen Teilbaum!

Fall 3: der Vater von S hat BF ‘+’ oder ‘-’ und S ist die Wurzel des kiirzeren Teilbaums.
3.1 der Vater von S hat BF ‘+’
3.1.1 der Bruder von S hat BF ‘=’

Rotation

3.1.2 der Bruder von S hat BF’+’.

Rotation

Universitit Miinchen Institut fiir Informatik Studienjahr 2013



Algorithmen und Datenstrukturen Seite 2.15

3.1.3 der Bruder von S hat BF’-’.

T,

Doppel-Rotation

Mindestens einer der beiden Béume 7; und 7, hat die durch den hell schraffierten
Bereich angegebene Hohe.

3.2 der Vater von S hat BF ‘-’ " symmetrisch zu 3.1.

Fall 4: S ist die Wurzel. "= STOP

Im Falle von Entferne-Operationen wird eine mogliche Strukturverletzung also nicht
notwendigerweise durch eine einzige Rotation bzw. Doppelrotation beseitigt. Im schlechtesten Fall
muss auf dem Suchpfad bottom-up vom zu entfernenden Schliissel bis zur Wurzel auf jedem Level
eine Rotation bzw. Doppelrotation durchgefiihrt werden.

Korollar: Die AVL-Baume bilden eine Klasse balancierter Biume.

2.2 B-Biume

Sei n die Anzahl der Objekte und damit der Datensdtze. Wir nehmen nun an, da3 das Datenvolu-
men zu grof} ist, um im Hauptspeicher gehalten zu werden, z.B. n = 10°.

# Datensitze auf externen Speicher auslagern, z.B. Plattenspeicher.

Beobachtung: Der Plattenspeicher wird als Menge von Bléocken (mit einer Gréf3e im Bereich von
1 - 4 KByte) betrachtet, wobei ein Block durch das Betriebssystem jeweils
komplett in den Hauptspeicher iibertragen wird. Diese Ubertragungseinheiten wer-
den auch als Seiten des Plattenspeichers bezeichnet.

Idee: Konstruiere eine Baumstruktur mit der Eigenschaft:
1 Knoten des Baumes £ 1 Seite (bzw. mehreren Seiten) des Plattenspeichers

Fiir bindre Baumstrukturen bedeutet das:
left oder right-Zeiger folgen £ 1 Plattenspeicherzugriff
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Beispiel:
Sei die Anzahl der Datensitze: n = 10°
2
g 10g2(106) = log2(103) =2 log2(103) ~ 20 Plattenspeicherzugriffe

Idee: Zusammenfassen mehrerer bindrer Knoten zu einer Seite

Ubertragungseinheit
(“Seite”)
enthilt hier 7 Knoten

Beispiel fiir einen B-Baum:

99 Knoten in einer Seite "® 100-fache Verzweigung:
L g 10g100(106) = 3 Plattenspeicherzugriffe.
(reduziert auf 2, falls die Wurzelseite immer im Hauptspeicher liegt)

Definition: B-Baum der Ordnung m (Bayer und McCreight (1972))

(1) Jeder Knoten enthélt hochstens 2m Schliissel.

(2) Jeder Knoten auBBer der Wurzel enthilt mindestens m Schliissel.
(3) Die Wurzel enthélt mindestens einen Schliissel.

(4) Ein Knoten mit £ Schliisseln hat genau k+1 Séhne.

(5) Alle Blitter befinden sich auf demselben Level.

Beispiel: fiir einen B-Baum der Ordnung 2
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Beispiel: derselbe B-Baum nochmals zum Uben

Berechnung der maximalen Hohe 7, . eines B-Baumes der Ordnung m mit n Schliisseln:

Level 1 hat ki =1 Knoten
Level 2 hat ky 2 2 Knoten
Level 3 hat k3= 2(m+1) Knoten

Level A+1 hat k1 2 2(m+1)h'1 (duBere, leere) Knoten

Ein B-Baum mit n Schliisseln teilt den Wertebereich der Schliissel in n + 1 Intervalle. Es gilt also

kppp=n+t12 2(m+1)h'l, dh.A<1+log, . l(n; 1) .

Da die Hohe immer ganzzahlig ist, und da diese Rechnung minimalen Fiillgrad annimmt, folgt:

hS{logmﬂ(nzj)JJrl

Beobachtung: Jeder Knoten (auBer der Wurzel) ist mindestens mit der Hélfte der moglichen
Schliissel gefiillt. Die Speicherplatzausnutzung betridgt also mindestens 50%!

Allgemeine Knotenstruktur:

po kppyp. ko oo Pj-1, kj.p;
| !
Pi
wobei: k1<k2<...<kj und m<;<2m ; \

p; zeigt auf den Teilbaum mit Schliisseln zwischen &; und %, , ;.

k; <Schliissel <k,
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Anmerkung: Da die Schliissel in jedem Knoten eines B-Baumes aufsteigend sortiert sind, kann
ein Knoten nach Ubertragung in den Hauptspeicher binér durchsucht werden.

class Entry { public int key;
public Page son;
... // Konstruktor..

}

class Page { public int numberOfEntries;
public Page firstSon;
public Entry [] entries;
/I Im Konstruktor intialisieren mit new Entry [2*m+1];

class Btree { protected Page root;
protected int m;

Welche Ordnung m von B-Biumen ist auf realen Rechnern und Plattenspeichern giinstig?

Hierzu betrachten wir zunichst den physischen Aufbau eines Magnetplattenspeichers. Dieser
besteht aus einer Reihe iibereinanderliegender rotierender Magnetplatten, die in Zylinder,
Spuren und Sektoren unterteilt sind. Der Zugriff erfolgt iiber einen Kamm mit Schreib-/
Lesekdpfen, der quer zur Rotation bewegt wird.

Spur ‘&nlbewegung
S T
SOl

~ — Kamm
\;
SIS A
> \
o] o~
Zylinder | | Schreib-
Lesekopf
SN e .
I o—~—0
— ..
Rotation
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Der Seitenzugriff erfolgt nun in mehreren Phasen. Etwas vereinfacht ldsst sich die Zugriffszeit
in die Zeiten fiir die folgenden Phasen zerlegen:

Hard Disk Drive Solid State Disk
Phase
Ursache Zeit Ursache Zeit
Positionierungszeit | Kammbewegung 8 ms Addressberechung 0.1 ms
(PZ)
Latenzzeit (LZ) Warten auf Sektor 4 ms - -
Ubertragungszeit | Ubertragung der | 3.3-10°ms/ | Ubertragung der | 1,0-10° ms/

(Uz) Daten Byte Daten Byte

—> Zugriffszeit fiir eine Seite: PZ + LZ + UZ - (SeitengroBe).

Sei die Grofe eines Schliissels durch o Bytes und die eines Zeigers durch 3 Bytes gegeben.
= Seitengrofle =~2m(a + )

= Zugriffszeit pro Seite =PZ + LZ + UZ - 2m(a+B)=a+bm
mit: a=PZ+LZ und b=2(a+p) - UZ.

Andererseits ergibt sich fiir die interne Verarbeitungszeit pro Seite bei bindrer Suche:

¢ - log,(m) +d fir Konstanten c und d.
Die gesamte Verarbeitungszeit pro Seite ist damit: a +b-m +c - log,(m) +d .

Die maximale Anzahl von Seiten auf einem Suchpfad eines B-Baumes mit » Schliisseln ist:

n+1
)

log(
+1 2
hmax = \\longr ](n 2 )J + 1 = f

fiir eine Konstante f.
log,(m) J

Die maximale Suchzeit MS ist damit gegeben durch die Funktion:

n+1

atd , b-m c) mit g = /- log("3

_l’_
log,(m) log,(m)

).

M) = g+
Fiir die obigen Konstanten setzen wir beispielhaft die folgenden Werte (eines HDD) ein:

a=0,012s, atd=a=0,012s =12 ms
a=8B=4=>5b=24-33-10 ms = 79,210 °ms.
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Damit ist die folgende Funktion MS(m) zu minimieren:

MS(m) = ( 12, 0,0000792 - m) ms = MIN.
log,(m) log,(m)
ms MS(m) fiir Hard Disk Drive MS(m) fiir Solid State Disk

0.036

1.25}
0024
14 0.032
1.15] 0.03]
0.028

1.4}
0.026
1057 0.024
1l 0022
0.02]

o.95)

0 &000 40000 15000 20000 25000 20000
m

u] an 100 180 200 250 =00
m

Die maximale Suchzeit ist somit nahezu minimal fiir 16000 <m < 19000 . Dies entspricht in
obigem Beispiel einer “optimalen” Seitengro3e von 432 KByte. Fiir die exemplarischen Werte
der Solid-State-Disk ergibt sich eine ,,optimale* Seitengrofle von 3,0 KB (fiir m = 125).

Einfiigen in B-Biiumen:

Zunichst wird der Knoten K gesucht, in den der neue Schliissel einzufiigen ist. Dieser ist stets ein
Blatt. Der Schliissel wird in K an der entsprechenden Stelle eingefiigt.
Sei s die Anzahl der Schliissel in K nach dem Einfiigen:

Falll: s<2m : - STOP
Fall2: s =2m+1:=-> OVERFLOW

Ein OVERFLOW wird behandelt durch Aufspalten (SPLIT) des Knotens. Dies kann einen
OVERFLOW im Vaterknoten zur Folge haben. Auf diese Weise kann sich ein OVERFLOW
bis zur Wurzel des Baumes fortsetzen. Falls die Wurzel gesplittet wird wichst die Hohe des
Baumes um 1.

moglicher OVERFLOW
im Vaterknoten
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Entfernen aus B-Biumen:

Der zu entfernende Schliissel £ wird im Baum gesucht und aus dem gefundenen
Knoten K geloscht. Falls K kein Blatt ist, wird der entfernte Schliissel durch den
Schliissel p ersetzt, der der kleinste Schliissel im Baum ist, der grofer als £ ist. Sei P
der Knoten, in dem p liegt. Dann ist P ein Blatt, aus dem p nun entfernt wird. Auf diese
Weise wird der Fall “Loschen in einem inneren Knoten” auf den Fall “Loschen in
einem Blatt” zuriickgefiihrt.

Sei s die Anzahl der Schlissel in K nach dem Entfernen:
Falll: s>m: - STOP
Fall2: s = m—1: - UNDERFLOW

UNDERFLOW-Behandlung:
Fall 1: Der Bruder hat > m+1 Schliissel: = Ausgleichen mit dem Bruder
#=r #=r
k /
—> STOP
« _F N\
#=m-1 / #=m |k #=b-1
#=b (>m)

Fall 2: Der Bruder hat m Schliissel: = Verschmelzen mit dem Bruder unter Hinzunahme
des trennenden Vaterschliissels
= moglicher UNDERFLOW im Vaterknoten.

H=r # = . 1 moglicher
UNDERFLOW
k (j im Vaterknoten
_>
%
#:m_l #:m #—m'lk #:m
#=2m

So kann sich auch die UNDERFLOW-Behandlung bis zur Wurzel des Baumes fortsetzen.
Wird aus der Wurzel des Baumes der letzte Schliissel entfernt, so wird diese geloscht; die Hohe des
Baumes verringert sich damit um 1.

Korollar: Die B-Biume bilden eine Klasse balancierter Suchbdume.
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Aufwandsabschitzung fiir die durchschn. Anzahl von Aufspaltungen (Splits) pro Einfiigung:
Bezeichne s die durchschnittliche Anzahl der Knoten-Splits pro Einfiigung:

Modell:
Ausgehend von einem leeren Baum wird ein B-Baum der Ordnung m fiir die Schliissel
ky, ks, ..., k, durch n aufeinanderfolgende Einfligungen konstruiert.

Sei ¢ die Gesamtzahl der Aufspaltungen bei der Konstruktion dieses B-Baumes
s =1t/n.

Sei p die Anzahl der Knoten (Seiten) des B-Baumes mit p > 3
= t<p—1 (genauer: t<p-2)

Fiir die Anzahl n der Schliissel in einem B-Baum der Ordnung m mit p Knoten gilt:
n>1+(p-1)-m.
»p_lsn;l -9 = £<p;1§l
m n n n

’%1 < % wobei im allg.: 16000 < m < 19000 (s.0.).
Esgilt: t<p-2=>t<p-1 firp>3

Denn:
- bei jeder Aufspaltung wird mindestens ein zusétzlicher Knoten geschaften

- Aufspalten der Wurzel = 2 zusitzliche Knoten

- wenn ein B-Baum mehr als einen Knoten hat, dann ist die Wurzel mindestens einmal
aufgespalten worden

- dem ersten Knoten des B-Baums geht keine Aufspaltung voraus.

B’-Biume
B*-Biume verhalten sich im wesentlichen wie B-Biume, jedoch wird bei OVERFLOW eines

Knotens dieser nicht gleich aufgespalten, sondern wie beim UNDERFLOW der Bruder betrachtet:

Fall 1: Bruder hat b < 2m-1 Schliissel = Ausgleichen mit dem Bruder
Fall 2: Bruder hat b =2m Schliissel = Verteilen auf drei Knoten:

moglicher
OVERFLOW

— s - im Vaterknoten
3

#=2m+1 #=2m #=4/3m #=4/3m #=4/3m

Definition: B*-Baum der Ordnung m

m sei ein Vielfaches von 3.
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(1) Jeder Knoten auBler der Wurzel enthélt mindestens gm , hochstens 2m Schliissel.
(2) Die Wurzel enthdlt mindestens einen, hochstens gm Schliissel.

(3) Ein Knoten mit £ Schliisseln hat genau £+1 S6hne.

(4) Alle Blatter befinden sich auf demselben Level.

B*-Bdume besitzen eine Speicherplatzausnutzung von mindestens 66%!

Nach einer zum B-Baum dquivalenten Berechnung ergibt sich fiir die maximale Hohe 4, eines
B*-Baumes der Ordnung m mit n Schliisseln:

n+1
hmax = L10g4/3m+ I(T)J +1.

Entfernen in B -Biiumen

V
#=4/3m -1
UNDERFLOW

Fall 1: R hat mehr als gm Schliissel => Ausgleichen von * und R

Fall 2: R hat gm Schlussel:

2.1 L hat mehr als gm Schliissel => Ausgleichen von * und L

2.2 L hat gm Schlussel:

v moglicher

UNDERFLOW in V

Fall 3: * hat nur einen direkten Bruder, aber weitere indirekte Briider:
14

Y I

#=4/3m-1 R, R,

3.1 Falls R; mehr als gm Schliissel besitzt => Ausgleichen von * und R;
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3.2 Falls R; genau gm Schliissel besitzt und R, mehr als gm Schliissel besitzt

=> zuerst Ausgleichen von R; und R, dann von * und R;

3.3 Falls R; und R, jeweils genau gm Schliissel besitzen

Vv o 1
— UNDERFLOW in V

Fall 4: * ist Sohn einer bindren Wurzel:

#=4/3m -1
4.1 R hat gm Schliissel:

— neue Wurzel : STOP

4.2 R hat mehr als gm Schliissel => Ausgleichen von * mit R

Korollar: Die B*-Biume bilden eine Klasse balancierter Suchbiume.

Bemerkung: In fast allen géingigen Datenbanksystemen sind B-Badume, B*-Béume oder deren
Varianten zur effizienten Ausfiihrung von Suchoperationen implementiert.

2.3 Optimale biniire Suchbiume

Bisher: Hiufigkeiten, mit denen einzelne Schliissel gesucht werden, bleiben unberiicksichtigt. =>
Annahme der Gleichverteilung der Suchhéufigkeiten

Jetzt: Wir beriicksichtigen Hiiufigkeiten, mit denen einzelne Schliissel gesucht werden
=> Je hiufiger ein Schliissel gesucht wird, desto héher im Baum soll er plaziert werden.

Anwendungsbeispiel:
= “Tabelle” der Schliisselworte bei Compilern (statisch!).

Seien die Zugriffshaufigkeiten zu den n einzufiigenden Schliisseln k|, k,, ..., k, mitp, p,, ..., p,

n
( Z p; = 1 nicht unbedingt erforderlich) zum Zeitpunkt der Einfligung bekannt.
i=1
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Problem: Wie finden wir unter diesen Voraussetzungen einen “optimalen” Suchbaum aus den

(2’1’1) /(n+1)=4"/(Jn- n3/2) verschiedenen Suchbdumen fiir » Schliissel?

Beispiel:
Sein = 3;
Gegeben seien die Schliissel A, B und C mit den Zugriffshaufigkeiten p,, pp und p-.

= 5 mdogliche Suchbdume; welcher optimal ist, hangt vom Gewicht (den “Kosten”) des
Baumes und damit von den Gewichten der einzelnen Schliissel ab.

PR

Konkretes Beispiel: p, = 1,pp = 6 und p- = 4.
4 6 1 1
© (B) @ ®
6 1 1 4 4 6
0 ® ‘o o
1 6 4
® & &
16 27 25

Kosten = Min. 19
Kosten = a-(erwartete Anzahl von Knotenzugriffen) + [-(erwartete Anzahl von Schliisselvergleichen)
wobei: a : Kosten fiir einen Knotenzugriff

P : Kosten fiir einen Schliisselvergleich
Fiir einen bindren Baum gilt: Kosten = (a + ) - (erwartete Anzahl von Schliisselvergleichen)

Fiir eine allgemeine Losung werden wir zusitzlich erfolglose Suchoperationen, d.h. die Suche von
Schliisseln, die zwischen den vorhandenen Schliisseln liegen, beriicksichtigen.

Damit ergibt sich die folgende allgemeine Problemstellung:

Gegeben: 7 Schlissel: k; <k, <...<k,.

2n+1 Gewichte (Haufigkeiten):

n n
PP D, und g4, 91,95, ..., q, Mitw = Zpl.Jr z q,, wobei:

i=1 i=0
p;/w = Wahrscheinlichkeit (k; = Suchargument)

q;/w = Wahrscheinlichkeit (k; < Suchargument <k, |)
(0.E. ky=—0, k, ;=)
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Zu konstruieren ist ein bindrer Suchbaum derart, dass die zu erwartende Anzahl der bei einer
Suchoperation auszufiihrenden Schliisselvergleiche, ausgedriickt durch das folgende

Kostenmal} K, minimiert wird:
n n

K = Zpl- - lev(Oin) + Z q;- (lev(dj)—1) = MIN.

i=1 j=0
mit: Oj bezeichne den Baumknoten mit Schliissel kj und
Ok bezeichne den dufleren Baumknoten “zwischen” Ok und O(k+1).

Beispiel: Seien im obigen Beispiel: p, = 1,pp=6,p-=7 und g, = 1,9, =3,9,= 2,93 = 5.

Optimalititskriterium: Alle Teilbiiume eines optimalen Suchbaumes sind optimal.
= Idee: ausgehend von einzelnen Knoten als minimalen Teilbdumen werden systematisch

“immer grofere” optimale Teilbdume konstruiert.

“Bottom-up” - Methode:
Ein neuer optimaler Teilbaum ergibt sich aus einer geeigneten Wurzel und zwei optimalen
Teilbdumen (bereits berechnet) dieser Wurzel.

T optimal (O

genauer:
opt. opt. c(i, k— 1) C(k,j)

Oi Ok-1) Ok Oj
Schliissel: i+1,...,k—1 k+1,...,j

Seien c(i,j), 0<i<j<n, die Kosten eines optimalen Teilbaumes mit den Gewichten

j j
piﬂ,...,pj;qi,...,qj;seiweiterhin: w(i,)) = z Dt qu .
k=i+1 =i

Dann konnen die Werte c(i, j) nach folgendem Rekursionsschema berechnet werden:
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c(i,i) = 0 = der Baum besteht aus [1i (leerer Baum).

c(i,j) = w(i,j) + min (c(i,k—1)+c(k,j)) firi<j.
i<k<j

Denn: das minimale Gewicht des Teilbaums mit Wurzel Ok und den Grenzen
i bzw. j ist gegeben durch: w(i, j) + c(i, k— 1) + c(k, ) .

Mit Hilfe dieses Rekursionsschemas wird ¢(0, n) und der zugehorige optimale binédre Such-

baum bestimmt.
2

Es gibt hierbei =~ % Werte c¢(i,j) => Platzbedarf O(nz).

Fir d = j—i, 1<d<n,
wird c¢(i, j) ermittelt.

QU AU
Il
S ~ N W AN W

Laufzeitbedarf fiir diese Art der Konstruktion eines optimalen biniren Suchbaumes:

Fird = j—i, 1 <d<n,berechnen wir c(i, j) .
Wieviele Werte fiir Ok miissen bei der Minimum-Bestimmung betrachtet werden?
Fiir jedes d, 1 <d <n, gibtes n—d + 1 verschiedene c(i, j) ‘s.
Fiir jedes dieser c¢(i, j) mit j —i = d gibt es d mogliche Werte fiir Ok .

Damit gibt es fiir jedes d, 1 <d<n, d-(n—d+ 1) mogliche Werte fiir Ok.
n 3

Insgesamt z d-(n—-d+1) = % + O(nz) mogliche Werte fiir Ok .

d=1 (édzzn-(n+l)6-(2n+l))
d=1

= Laufzeitbedarf: O(n3) ; dies ist fiir einen praktischen Einsatz indiskutabel!

Es gilt jedoch folgende Monotonie-Eigenschaft:
Sei r(i, j) ein Wert fiir Ok, fiir den ¢(i, j) minimal wird.
- r(iaj_ I)SI"(Z,]) Sl’(i“f‘ la])

Universitdt Miinchen Institut fiir Informatik Studienjahr 2013



Algorithmen und Datenstrukturen Seite 2.28

- i)
ri,j—1) r(i+1,))

i i+l J-1

= Es geniigt: c(i,j) = w(i,j)+ min (c(i, k—1) + c(k, j)) zu berechnen.
G, j— 1) <k<ri+1,))

Fiir jedes d, 1 <d <n, miissen damit also weniger Werte fiir Ok untersucht werden,
ndmlich nur noch:

Z (rG+1,)—rGj-D)+1)=rn—-d+1,n-r0,d-—1H+(n-d+1)<2n

= Laufzeitbedarf: reduziert auf O(nz) .

Abschlielendes Beispiel:
Sein = 4;
Gegeben seien die Schliissel A, B, C und D mit den Zugriffshaufigkeiten:
py=1,pp=6,p=4undp, = 5.

Sei weiterhin: ¢; = 0, 0<i<4.
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optimaler Suchbaum
fiir A, B, C und D:

6 4
(B) ©
1 5 6
@ "D B D
4/ 1
© ®
K=30 K=29 optimaler Suchbaum
fiir B, C und D:
6 5
h
6
D) % ®B)
4 4
© ©
K=28 K=26 K=29

» © o

Wie bereits angedeutet, sind optimale bindre Suchbdume nur fiir statische Anwendungen geeignet
(kein Einfiigen oder Entfernen). Nahezu-optimale Suchbdume zur Handhabung von Zugriffshéu-
figkeiten und gleichzeitig Einfligen bzw. Entfernen werden spater behandelt.

2.4 Hashverfahren

Bisher: Suchen mit Hilfe von Schliisselvergleichen.
Jetzt: stattdessen Adressberechnung

= Auswertung einer Funktion, der sogenannten Hash- oder Adressfunktion.

Vorteil: Die Suche erfolgt weitgehend unabhingig von den anderen Schliisselwerten
= sie ist in der Regel schneller.

(im Durchschnitt konstanter statt logarithmischer Aufwand)
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2.4.1 Allgemeine Einfiihrung

Prinzipielle Idee von Hashverfahren:

Der Speicher sei aufgeteilt in eine Folge von m Speicherzellen (buckets) By, By, ..., B, _ |,
die jeweils einen oder mehrere (b = ‘bucketsize’) Datensétze (Schliissel) aufnehmen koénnen.
Jeder Schliissel wird durch die Hashfunktion eindeutig einem bucket B; zugeordnet.

Sei K die Menge der Schliissel, so stellt eine Hashfunktion h eine Abbildung der Schliissel in
die Menge der Bucketadressen dar:

h:K—>[0,1,...,m—1].

Eine Suchoperation teilt sich dann auf in:
» Auswerten der Hashfunktion um die Adresse der Speicherzelle zu finden
= konstanter Zeitaufwand
« Zugriff auf die entsprechende Speicherzelle
= im Idealfall: konstanter Zeitaufwand

= im Idealfall: Gesamtzeitaufwand fiir eine Suchoperation: konstant.

Bemerkung: Ein Hashverfahren, bei dem die obige Suchstrategie in jedem Fall zum Erfolg fiihrt,
d.h. gewihrleistet, dass jeder Adresse hochstens & Schliissel zugeordnet werden,
nennt man perfektes Hashing (‘perfect hashing’).

Wir werden jedoch sehen, dass diese Eigenschaft in der Regel nicht erfiillt ist. Sie
kann im Gegenteil nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen, z.B. bei statischen
oder sehr kleinen Schliisselmengen, erfiillt werden.

Damit ist auch unsere Zeitabschitzung fiir den Idealfall ‘in Gefahr’.

Beispiel:
Fiir ganzzahlige Schliissel: h: K—[0,1,...,m—1] mit h(k) = k MOD m.

sei: m=10
Schliissel: 13, 7,5, 24,8, 18, 17,31, 3,11, 9, 30,24, 27, 21, 19

N

13124 5 718
bucket 0 1 9
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Fiir Zeichenketten: Benutze die ‘ORD-Funktion’ (ORD (‘a’) = 1, ORD (‘b’) =2, ...) zur
Abbildung auf ganzzahlige Werte, z.B.:

s.length - 1
h:STRING—| 3" (ORD(s[i])~ ORD(‘a") + 1)| MOD m
i=0
sei: m=15
JAN = 25MOD 15=10 JUL =>43MOD 15=13
FEB = 13MOD15=13 AUG =>29MOD15=14
MAR = 32MOD 15=2 SEP > 40 MOD 15=10
APR =>35MOD15=5 OKT =>46MOD 15=1
MAI = 23MOD 15=8 NOV =>51MODI15=6
JUN =>45MOD15=0 DEZ =>35MOD 15=5

Erwiinschte Eigenschaften fiir solche Hashfunktionen:

* Surjektivitdt, d.h. alle Speicherzellen werden erfasst (keine leeren Speicherbereiche)

 die Schliissel sollten gleichmdfsig iiber alle Speicherzellen verteilt werden. (ideales
Hashverfahren)

* der Wert der Hashfunktion sollte effizient zu berechnen sein.

Im allgemeinen, wie auch in obigem Beispiel gilt: card(K) » m .

Weiteres Beispiel: Personaldatei
mogliche Schliissel sind alle Nachnamen bis zur Lénge 10 = card(K) = 26"
aber: die Menge der zu erfassenden Personen nur z.B. 10 000 = m = 10000

Beobachtung: die Menge K aller mdglichen Schliissel ist hdufig um mehrere GréBenordnungen
umfangreicher als die Menge der verfiigbaren Adressen.
= keine injektive Abbildung moglich!

Prinzipielles Problem des Ansatzes von Hashverfahren:
Kollisionen, d.h. die Hashfunktion ordnet einem Bucket mehr Schliissel zu, als dieses fasst. Im
allgemeinen ist fiir Hashverfahren im Hauptspeicher die Bucketkapazitéit b = 1, bei Verfahren
fiir den Sekundéarspeicher ist b > 1.

= negative Auswirkungen auf die Performanz, da Kollisionen die Suchzeit verldngern

= die Hashfunktion sollte nicht einfach zuféllig ausgewdhlt werden, sondern auf die Min-
imierung solcher Kollisionen ausgerichtet sein!
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Dass man zur Minimierung von Kollisionen selbst bei kleiner Schliisselmenge K und gro3em
Adressraum (groflem m) nicht einfach irgendeine zufillige Funktion 4 : K — {0, 1, ...,m — 1}
wihlen darf, zeigt das folgende

Geburtstagsparadoxon:
Wir wihlen 23 Personen zufillig aus (card(K) = 23). Dann sind auch deren Geburtstage
zufillig, d.h. die ‘Hashfunktion’ 4, die jeder Person ihren Geburtstag zuordnet, ist eine zufal-
lige Adressfunktion mit m = 365.
Nach wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen gilt:
W(die Geburtstage der 23 Personen sind verschieden) ~ 0,493

= bereits bei einer derart geringen Anzahl von Schliisseln ist die Wahrscheinlichkeit einer
Kollision bei zufillig gewéhlter Adressfunktion > 50%.

Bemerkung: Auch bei nach obigen Kriterien ‘guten” Hashfunktionen kénnen Kollisionen nicht gr-
undsétzlich vermieden werden, sofern die tatsdachlich auftretenden Schliissel nicht
von vorneherein (statisch) bekannt sind.
= geeignete Strategien zur Behandlung von Kollisionen sind notig.

Folgerung:

Bei der Definition eines Hashverfahrens sind zwei unabhingige Teilprobleme zu I6sen:
* Bestimmung einer ‘guten’, kollisionsminimierenden Hashfunktion
» Angabe einer geeigneten Kollisionsstrategie

In den folgenden Untersuchungen gehen wir zundchst auf Hashverfahren im Hauptspeicher ein.
Hierbei geht man von einer Kapazitit der Speicherzellen von einem Eintrag (b = 1) aus.
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2.4.2 Hashfunktionen

Problem: Gesucht ist eine Hashfunktion 4 : K — [0, 1, ..., m — 1] , die nichtzufdlligen Schliis-
seln moglichst zufillige Adressen zuordnet. (Randomisierung)

Im folgenden sei die Schliisselmenge K stets als int vorgegeben.

Divisionsmethode:

Allgemeiner Ansatz: h(k) = kK MOD m.

(Modifikation: h(k) = (ORD*(k)) MOD m , falls k ein nichtnumerischer Schliissel und
ORD (k) eine Funktion ist, die k auf einen ganzzahligen Wert abbildet)

Welche Werte sind fiir m geeignet?

m = 2% h(k) = letzte d Bits der Bindrzahl k = keine zufdllige Zuordnung!
geradzahliges m: h(k) gerade <> k gerade = ebenfalls ungiinstig!
m Primzahl > 2: = gut geeignet

aber: aufeinanderfolgende Schliissel &, k + 1, ... werden mit hoher Wahrscheinlichkeit auf
aufeinanderfolgende Adressen (h(k+ 1) = h(k) + 1) abgebildet.

Middle-Square-Methode:

Allgemeiner Ansatz: Der Schliissel £ wird quadriert, und man nimmt als Hashadresse /(k)
die “mittleren” Ziffern der Repréisentation von i

SeizB.m = 10° und seien die Schliissel 10-stellige Zahlen.
Fiir einen Schliissel £ = a,a,...a,, berechne K= biby...bgbgbyy...by.
Als Wert der Hashfunktion verwenden wir: (k) = bob b, .
Vorteil: byb,yb,, hingt von allen Ziffern a,a,...a;, von k ab
= bessere Streuung aufeinanderfolgender Schliissel.

aber: dieses Verfahren versagt, falls viele ‘Nullen’ am Anfang oder am Ende von £ stehen.

Beispiel:
Sei m = 100
k hpy, (F) i pg.sq.(®)
550 50 302500 25
551 51 303601 36
552 52 304704 47
553 53 305809 58
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2.4.3 Kollisionsstrategien

Beispiel:
m=11 und Ah(k)=kMOD 11

k|7‘16‘21‘30‘57‘62‘78‘80
h(k)l 7 ‘ 5 ‘ 10 ‘ 8 ‘ 2 7 ‘ 1 ‘ 3
\
Kollision

Bei der Behandlung von Kollisionen gibt es zwei prinzipielle Ansétze: offene Hashverfahren und
geschlossene Hashverfahren, die im folgenden beide behandelt werden.

Offene Hashverfahren:
Hierbei geht man davon aus, dass jeder Hashadresse beliebig viele Schliissel zugeordnet
werden kdnnen. Diese werden in geeigneter Form (mittels einer overflow area) organisiert.
Kollisionen werden somit durch ein ‘erlaubtes Uberlaufen’ einer Speicherzelle behandelt.

Vorteile:  die Gesamtanzahl der Schliissel ist nicht beschrankt.

Probleme: zusitzlicher Speicherbedarf; hoher Suchaufwand im schlechtesten Fall.

Direkte Verkettung (‘separate chaining’):

Jedem Eintrag der Hashtabelle wird eine separate Liste von Elementen zugeordnet.

Sei: class Entry { public int key;
public Entry next;}

class OpenHashtable {
protected Entry[] hTable;
protected int m;
public OpenHashtable (int size)
{ hTable = new Entry[size];
m = size;}
// weitere Methoden

}
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OpenHashtable T = new OpenHashtable(11);

- 78 | 57 | 80 | - 16 - 7 30| - 21
AN AN AN A A A AN | A A A
62

Methode fiir das Suchen eines Objektes mit Schliissel £:

public boolean search (int k)

{  Entryp;
p =hTable [h(k)]; // h(k) sei die Hashfunktion, z.B.: h(k) =k % m,
while (p != null)
{ if (p.key == k) return true;
else p = p.next;
}

return false;

}

Bei n Schliisseln und m Adressen enthélt jede der Listen im Mittel n/m Elemente
= das Hashing verbessert somit den Aufwand der sequentiellen Suche um den Faktor m.

Einschrinkung fiir die Cardinalitit m der Menge der Hashadressen:
m zu klein : sehr lange Listen von Objekten => schlechte Zugriffszeit

m zu grof3 : viele leere Listen und damit unnotig belegter Speicherplatz.
= gute Wahl vonm: m=n.

Gute Hashfunktion => keine der Listen wird tibermaBig lang (Ziel: alle Listen gleich lang)

= guter durchschnittlicher Zeitaufwand: Suche, Einfiigen und Entfernen in O(1) Zeit
(fiir m = n).

aber: Degenerierung im worst-case moglich, auch bei gut gewéhlter Hashfunktion.
= Zeitaufwand: O(n) im worst-case und Platzbedarf: O(n+m).

Geschlossene Hashverfahren:

Jede der Speicherzellen darf grundsitzlich nur mit der durch die Bucketkapazitit b fest-
gelegten maximalen Anzahl von Eintrdgen belegt werden.

Ist eine Speicherzelle bereits maximal belegt, so ist fiir weitere Schliissel mit derselben
Hashadresse eine spezielle Kollisionsstrategie anzuwenden.
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Probleme: + die Gesamtanzahl der Schlissel ist auf m - b beschrinkt;
« in der Regel groBe Effizienzprobleme, falls die Hashtabelle ‘fast voll’ ist.

Direkte Verkettung mit Verschmelzen:

Wie bei der direkten Verkettung, nur dass die Listen innerhalb der Hashtabelle selbst gespe-
ichert werden.

Hierdurch wird ein Teil des bendtigten Speicherplatzes eingespart (ndmlich der fiir das
Array von Zeigern), falls m = n. Die Speicherverwaltung wird jedoch komplexer.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

- 78 | 57 | 80| - 16 - 7 30 | - 21
A AN AN AN A A AN | AN AN A
62

78 | 57 | 80 16 7 30 | 62 | 21
0 0 0 0 10 0 0 0
v
Sei: class Entry { public boolean frei;
public int key;

public int next; / 0 <= next <=m

}

class ClosedHashtable {
protected Entry hTable[];
protected int m;
protected int r; // Anzahl besetzter Adressen
void ClosedHashtable (int size)
{ hTable = new Entry[size+1];
m = size;
r=0;
hTable[0].frei = true;}
// weitere Methoden}
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Vorgehensweise beim Einfiigen eines Schliissels £:
* berechne die Hashadresse A(k) + 1
» wenn diese Adresse noch nicht belegt ist, so besetze sie mit £,
im anderen Fall suche eine andere freie Adresse und speichere & dort.

Methode fiir das Einfiigen eines Schliissels:
* Hierbei: Verwendung einer Hilfsvariablen j mit Initialisierung j = m+1 .
= sucht die hochste freie Komponente in der Hashtabelle beim Einfiigen.
* Erweiterung der Hashtabelle um eine Komponente; dabei gilt stets: T[0] ist frei.
= notwendig um OVERFLOW der Hashtabelle zu erkennen.

public boolean insert (int k)
{ inti,j;
boolean b;
i=h(k)+ 1;
if ('hTable[i].fre1)
{b = false;
j=m+1;
while (!b)
{if (hTable[i].key == k) return false; // Schliissel vorhanden
else if (hTable[i].next != 0) i = hTable[i].next;
else b = true;
} // 1 mit hTable[i].next == 0 und hTable[i].key != k -> k einfiigen
do j =j - 1; while ('hTable[j].frei); // hTable[0] ist stets frei
if (j == 0) return false; // overflow
else hTable[i].next =j; i=j;
} // end if
hTable[i].frei = false;
hTable[i].next = 0;
hTable[i].key =k;
return true;}

ClosedHashtable T = new ClosedHashtable(11);

Beispiel
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
78 | 57 | 80 16 7 130 ] 62 | 21
0 0 0 0 10 0 0 0

N

Hinzunahme des Schliissels ‘20’ l (h(20) =9 = an die 10.Stelle )

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
78 | 57 | 80 16 | 20 7 130 | 62 | 21
0 0 0 0 0 10 0| 7 0

&—//
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Verschiedene Listen werden miteinander verschmolzen.

=> die Suche ist damit hdufig nicht nur auf Elemente einer Hashadresse beschrankt
= ungiinstig fiir die Suchzeit

Olffene Adressierung (rehashing):

Eine explizite Verzeigerung von Elementen wird vermieden.
Stattdessen: die Adressberechnung wird fiir iiberlaufende Elemente iteriert.

Lineares Sondieren (‘linear probing’):

Betrachte ausgehend von A(k) jeweils das Folgeelement:
hky, h(k)y+ 1, hk)+2,...,m-1,0,1,... h(k)—1  (zyklische Sondierungsfolge)

Fiir jeden Schliissel £ werden die Elemente der Hashtabelle in dieser zyklischen
Sondierungsfolge besucht, bis der Schliissel & oder eine leere Position gefunden wird.
Einfiigen eines neuen Schliissels: erfolgt nur fallsr <m - 1

= r bezeichnet die Anzahl besetzter Adressen. (‘voll’: r ==m - 1)

public boolean insert (int k)
{ int1i;
boolean b;

if (r==m - 1) return false; // overflow
else
{r=r+1;
i=h(k);
if ('hTable[i].fre1)
{b = false;
while (!b)
{if (hTable[i].key == k) return false; // Schliissel vorhanden
else
{1=1+1;
if(i>m-1)i=1-m;
if (hTable[i].frei) b = true;
b
}
} // nach der Schleife gilt hTable[i].frei == true
hTable[i].frei = false;
hTable[1].key = k;
return true;

}
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Lineares Sondieren ist gut, falls die Hashtabelle nicht zu voll ist.

Ist die Hashtabelle dagegen anndhernd voll
= lange Ketten besetzter Positionen wachsen mit hdherer Wahrscheinlichkeit als kurze.
= ausgeprigte Tendenz zur Kettenbildung => ungiinstiges Suchverhalten.

Beispiel:

0o 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

m=19,n=9

. < <
lg: gg:iggﬁ éS g ;11 (1 k)_:h(g )< 15 = Einfiigen in Position 15 ist 5 mal so wahrscheinlich

wie in Position 8

allgemein: Einfligen an eine Stelle mit / besetzten Vorgédngern ist (/+1) mal so
wahrscheinlich wie das Einfligen an eine isolierte Position.

Allgemein gibt man bei der offenen Adressierung eine Folge von Hashfunktionen vor:
hy(k), hy(k), hy(k), ..., h,, (k). Diese sollte so gewdhlt sein, dass simtliche Adressen
0 ... m-1 auftreten.

Fiir einen einzufligenden Schliissel £ werden nacheinander die entsprechenden Zellen der
Hashtabelle inspiziert (sondiert), bis eine freie Zelle gefunden ist.

Diesselbe Strategie muss bei Suchoperationen angewandt werden.

Im Beispiel des linearen Sondierens gilt: h(k) = (h(k) +i) MODm ,0<i<m-—1.
Problem: Eintrage diirfen nicht einfach geloscht werden, da Kollisionspfade anderer Ele-
mente unterbrochen werden kénnen!

Stattdessen werden entfernte Elemente nur als “entfernt” markiert.
= ungiinstig fiir stark dynamische Anwendungen.
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2.4.4 Externe Hashverfahren

Um sehr groBe Datenmengen zu organisieren, reicht der Hauptspeicher nicht mehr aus
=> Organisation der Datensétze auf dem Sekundérspeicher
= externe Verfahren notwendig!

Wesentliche Eigenschaft. Bucketgrofe b > 1

Ziel: Anzahl der Sekundérspeicherzugriffe (Zugriffe auf Buckets) gering halten
= gute Hashfunktion sehr wichtig!

In Abhéngigkeit von der Kollisionsbehandlung unterscheiden wir:
* Verfahren mit Directory (= geschlossene Hashverfahren) und
* Verfahren ohne Directory (= offene Hashverfahren)

Wir beschrianken uns hier auf ein Beispielverfahren ohne Directory.
(vgl. auch die Vorlesung: ‘Index- und Speicherungsstrukturen fiir Datenbanksysteme”)

Das lineare Hashing (Litwin, 1980)

Zwei grundlegende Eigenschaften des linearen Hashing:
* die GroBle der Datei (Hashtabelle) ist abhingig von der Anzahl der Schliissel (dynamisch)
» Uberlaufsitze einzelner Buckets => getrennte Verkettung in einem Uberlaufbereich

Die Uberlaufstrategie der getrennten Verkettung:

=> zwei verschiedene Seitentypen:

* Primdrseiten => Primdrdatei
= Datenseiten (Buckets), deren Adressen von der Hashfunktion berechnet werden.

« Uberlaufseiten = Uberlaufdatei (Sekunddrdatei)
= speichern die Uberlaufscitze der Primérdatei.
Es gilt:
(i) Uberlaufseiten und Primirseiten sind verschieden.

(i) jede Uberlaufseite ist genau einer Hashadresse (einem Bucket) zugeordnet.

(iii) die Uberlaufseiten derselben Primirseite werden verkettet.

Kette

Seite h(k) |:| Primirscite [ /imdrdatei
* .
Uberlaufseiten
Uberlaufdatei

|:| (Sekunddrdatei)
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= die Suche nach einem Uberlaufsatz bendtigt also mindestens 2 Seitenzugriffe (Primérseite
+ 1 Uberlaufseite).
Entstehen lange Ketten von Uberlaufseiten, so degenerieren die Suchzeiten.

Bis ca. 1978 ging man davon aus, dass
* die GroBe der Primédrdatei (Hashtabelle) statisch vorgegeben ist
» Uberldufe nur durch Einfiihrung von Uberlaufscitzen geldst werden konnen.
= schnelle Degenerierung der Suchzeiten, wenn die Primérseiten voll werden.

Jetzt: stattdessen eine dynamische Erweiterung der Primdrdatei:
» wenn die Primarseiten zu voll werden => Erweiterung der Datei
* neue Seiten werden iiber eine neue Hashfunktion adressiert
=> man benotigt eine Folge von Hashfunktionen 4, iy, &5, ...

Das Verfahren:

* zu Beginn => kleine Primérdatei (z.B. m = 5); Hashfunktion: 4,: K — {0,1,2,3,4} .
* die ersten b Schliissel => sicher in Priméirseiten.
» zunehmende Schliisselanzahl = Wahrscheinlichkeit fiir Uberlaufsitze steigt.

* Idee: VergroBerung (Expansion) der Primirdatei um jeweils ein Bucket, falls eine
vorgegebene Auslastung der Primérseiten erreicht ist. (Kontrollfunktion)

Definition: Belegungsfaktor
bf = Anzahl der Schliissel _ Anzahl der Schliissel
Anzahl Schliissel, die in Primérseiten passen b - Anzahl der Primérseiten

Es wird vorgeschlagen: Expansion der Datei, falls 5/> 0,8 .

* die Expansion der Primdrdatei
* jeweils eine Primirseite wird in zwei Seiten aufgespalten.
* der Split der Priméirseiten erfolgt zyklisch in einer fest vorgegebenen Reihenfolge.
* ein Expansionszeiger p zeigt auf die als ndchstes zu splittende Seite.
» fiir gesplittete Seiten gilt eine neue Hashfunktion (h; — h;  |)
* nach einem Seitensplit = Setzen des Expansionszeigers auf die nichste Seite.
+ sind alle Seiten gesplittet = die Datei wurde verdoppelt

= die neue Hashfunktion gilt fiir die gesamte Datei; das Verfahren beginnt von neuem.
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Beispiel:

Ausgangssituation:

» Datei mit 16 Datensétzen auf 5 Primérseiten (Buckets) der SeitengroB3e b = 4.
* Folge von Hashfunktionen: #4y(k) =k MOD 5, h{(k)=kMOD 10, ...

Aktuelle Hashfunktion: 4.
Belegungsfaktor bf'= ;—(63 =0,8
Schwellenwert fiir den Belegungsfaktor = 0,8

» Expansionszeiger p zeigt auf Seite 0.

P50 1 2 3 4
125 016 402 613 004
320 |711 027 303 319
090 757
435 712

v v
215 522
hy hy hy hy hy

Einfiigen eines neuen Datensatzes mit Schliissel 438:

Pj 0 1 2 3 4
125 016 402 613 004
320 711 027 303 319
090 757 438
435 712

\ \
215 522
hyg ho ho ho ho

Seitennummern

Primdrseiten

Uberlaufseiten

giiltige Hashfunktion

Seitennummern

Primdrseiten

Uberlaufseiten

giiltige Hashfunktion

» Der Belegungsfaktor iibersteigt den Schwellenwert: bf = % =0,85>0,8

= Expansion durch Split der Seite 0 auf die Seiten 0 und 5.

0 Pyl 2 3 4 5 Seitennummern
320 |016 |402 |613 [004 |125
090 |711 |027 |303 [319 |435 Primdirseiten
757 | 438 215
712
Y .
522 Uberlaufseiten
hy hy hy hy hy h; giiltige Hashfunktion
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Welche Datensétze von Seite 0 nach Seite 5 umgespeichert werden, bestimmt die Hashfunk-
tion hy:
=> Sitze mit 4 ;(k) = 5 werden umgespeichert, Sdtze mit /4 ;(k) = 0 bleiben

AnschlieBend wird der Expansionszeiger p um 1 heraufgesetzt.

Das Prinzip der Expansion durch Splits:

Ausgangssituation:
p=0

nach der Verdoppelung der Datei
p=0

\ 0 \ 1 \ ----- \N-2]N-1H N\N+1] ----- \2N-2 ]2N-1

Anforderungen an die Hashfunktionen
Die Folge von Hashfunktionen {#4,}, i > 0, muss die folgenden Bedingungen erfiillen:

Bereichsbedingung:
h:K—{0,1,...N-2"~1} ,L>0.

Splitbedingung:
h; (k) = h;(k)y oder h;, (k)= hL(k)+N-2L, L=0

Der Level L gibt dabei an, wie oft sich die Datei bereits vollstindig verdoppelt hat.

Beispiel fiir eine mogliche Folge von Hashfunktionen:

h;(k) = k MOD (N - 2L) erfiillt die Bereichs- und die Splitbedingung.

Zusdtzlich erwiinschte Eigenschafft:

Fiir p = 0 (nach einer Verdoppelung) besitzen alle Buckets die gleiche Wahrscheinlich-
keit, einen neu eingefiigten Datensatz aufzunehmen. (Ideale Hashfunktion)
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Wichtige Eigenschaften des linearen Hashing

» die Splitreihenfolge der Seiten ist fest vorgegebenen.
= Seiten, die liberlaufen werden erst mit einer gewissen Verzogerung behandelt.

* der Adressraum wéchst linear an und ist gerade so grof3 wie notig.

« unter der Voraussetzung einer guten Hashfunktion ist der Prozentsatz der Uberlaufsitze
gering.

* gute Suchzeiten fiir gleichverteilte Schliissel.

Das lineare Hashing mit partiellen Erweiterungen (Larson, 1980)

Beobachtung: Hashverfahren sind am effizientesten, wenn die Schliissel mdglichst gleichmaBig
auf die Seiten der Datei verteilt sind.

Problem: Wihrend jeder Verdoppelung der Datei gilt:
Der durchschnittliche Belegungsfaktor bereits gesplitteter Seiten ist nur halb so hoch
wie der durchschnittliche Belegungsfaktor noch nicht gesplitteter Seiten.

= keine gleichmiBige Verteilung der Datensétze auf die Buckets.

Verbesserung: Einfithrung partieller Expansionen:
= das Verdoppeln der Datei erfolgt nicht in einem, sondern in mehreren Durchldufen
=> Serie von 1, = 2 partiellen Expansionen.

Vorgehensweise des linearen hashing mit partiellen Erweiterungen: (fiir n,=2)

Ausgangssituation:
Datei mit 2N Seiten
N

logisch unterteilt in N Paare (j, j+N) firj=0, 1, ... ,N-1

1. partielle Expansion

* nach Einfligen von Schliisseln wird aufgrund der Kontrollfunktion eine Expansion néotig.
=> Expansion der Datei um die Seite 2V:
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Etwa 1/3 der Sitze aus den Seiten 0 und N werden nach Seite 2N umgespeichert.

Datei mit 2N+ Seiten

| | v
I

0 N 2N-1} 2N

logisch unterteilt in die verbleibenden N-/ Paare (j, j+N) firj=1, ... ,N-1
sowie das Tripel (0, N, 2N)

* bei weiteren Einfiigungen wird, wenn es die Kontrollfunktion verlangt, fiirj=1, 2, ... ,N-1
jeweils das Paar (j, j+/N) um die Seite j+2N expandiert.

= nach N Schritten: die Datei ist von 2N auf 3N Seiten (auf das 1,5-fache) angewachsen:

Datei mit 3N Seiten

0 N 2N 3N-1
logisch unterteilt in N Tripel (j, j+N, j+2N) furj=0, 1, ... ,N-1

2. Partielle Expansion:

* Zunichst Expansion der Datei um die Seite 3NV:

Etwaje 1/4 der Sétze aus den Seiten 0, N und 2N werden umgespeichert auf die Seite 3N.

Datei mit 3N+ Seiten

| | | Y
LT

0 N 2N 3N-1 3N

logisch unterteilt in N-7 Tripel (j, j+N, j+2N) furj=1, 2, ... ,N-1
und ein Quadrupel (0, N, 2N, 3N)

+ nachfolgend werden fiir j =1, 2, ..., N-1 die Tripel (j, j*N, j+2N) jeweils um die Seite j+3N
expandiert, wobei ca. 1/4 der Sitze aus den Seiten j, j+N, j+2N umgespeichert werden.

Resultat:
* die Datei hat sich auf 4N Seiten verdoppelt:

Datei mit 4N Seiten

0 2N 4N-1

= dies ist die neue Ausgangssituation fiir die ndchste Verdoppelung der Datei.

Universitdt Miinchen Institut fiir Informatik Studienjahr 2013



Algorithmen und Datenstrukturen Seite 2.46

Analyse der partiellen Expansionen
Fiir das lineare Hashing gilt wiahrend der 1. bzw. 2. partiellen Expansion:

= Der durchschnittliche Belegungsfaktor einer bereits gesplitteten Seite betrdgt 2/3 bzw.
3/4 des durchschnittlichen Belegungsfaktors einer noch nicht gesplitteten Seite.

(verglichen mit dem Faktor 1/2 ohne partielle Expansionen (ny=1))

Kontrollfunktion

Larson schlégt vor, als Kontrollfunktion die Speicherplatzausnutzung zu wiahlen.

Speicherplatzausnutzung = Anzahl der Schliisscl
P P g Gesamtkapazitit von Primir- und Uberlaufseiten

Expansionsregel
Bei jeder Einfiigung wird die Speicherplatzausnutzung iiberpriift. Falls thr Wert groBer ist als

ein vorgegebener Schwellenwert o, 0 <a < 1
= die Datei wird um eine weitere Seite expandiert.

= die Speicherplatzausnutzung liegt annidhernd konstant bei a, falls nur Einfligungen auftreten.

Leistungsverhalten
Sei b die Kapazitit einer Primirseite und c die Kapazitit einer Uberlaufseite.

Graphik = Anzahl benoétigter Seitenzugriffe bei erfolgreicher bzw. bei erfolgloser Suche fiir

ny=1und ny= 2.

Erfolglose  Suche
b=20,c=5

Erfolgreiche Suche
b =20,¢c=5
@ =0.85

| =085

25k

Zugriffe
~
o
v

Zugriffte

n
T

1.2 1.4 16 1.8 1.2 1.4 1.6 1.8
10a Relative Dateigrofe b Relative Dateigrofie

Beobachtungen:
+ die Effizienz ist dann am groften, wenn die Belegung aller Ketten nahezu gleich ist.

 zyklisches Verhalten = Lénge eines Zyklus = 2 - Lange des vorangegangenen Zyklus.
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Vergleich: durchschnittliche Anzahl bendtigter Zugriffe fir ny=1, ny= 2 und n,= 3

mit den zugrundeliegenden Parametern b =20, ¢ =5, o = 0,85.

Folgerung:

ny= 2 partielle Expansionen stellen den besten Kompromiss dar zwischen

ny=1 ny= 2 ny= 3
Erfolgreiche Suche 1,27 1,12 1,09
Erfolglose Suche 2,12 1,58 1,48
Einfiigen 3,57 3,21 3,31
Entfernen 4,04 3,53 3,56

 Effizienz des Suchens,

* Effizienz der Update-Operationen (Einfiigen und Entfernen) und

» Komplexitit des Programmcodes
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