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Kapitel 3  Sortierverfahren

Sortieren = Anordnen einer gegebenen Menge von Objekten in einer bestimmten Ordnung.

Sortierte Folgen von Objekten bringen eine deutliche Vereinfachung fir den Zugriff auf einzelne
Elemente der Objektmenge. Sortieren ist daher eine grundlegende Tatigkeit, die in vielen Anwen-
dungsbereichen angewandt wird, z.B. bei

- Telefonbiichern / Worterbiichern / Biichereikatalogen (Sortierung nach Buchstaben)

- Zugfahrplanen / Flugplanen / Terminkalendern (Sortierung nach Datum / Uhrzeit)

- Kundenlisten / Inventarlisten (Sortierung nach Schlusseln)

- LRU- (least recently used) Schlange (Sortierung nach Zeitpunkt der letzten
Nutzung)

Wir betrachten die folgende allgemeine Problemstellung:
Gegeben: n Objekte a,, a,, ..., a, mitihren Sortierschlusseln ki, k,, ...,k .
Gesucht: Eine Anordnung a;, a; , ..., a; mit:
- (ig, 0y, ..., 1,) isteine Permutationvon (1,2,...,n) und
-ki <kj <...<k; (Sortierkriterium).

Beispiel:
7/5(11/10/ 114|629 11| —» |1|2|5 /6|7 |9|10/11 /11|14
a; a ayo aj, aj, iy,
a; ag a

Anmerkung: Die Sortierschlussel miissen einem Datentyp angehéren, auf den das Sortierkriteri-
um anwendbar ist, d.h. auf dem eine ‘<*-Relation definiert ist. Dies gilt in natlrlicher
Weise flr atomare Datentypen wie int, float oder char.

Sei im folgenden die nachstehende allgemeine Klassendeklaration vorgegeben:

class Entry { public int key;

¥
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class SortableArray {
public Entry a [];
I/ Im Konstruktor intialisieren mit new Entry [n+1];
// Die Schlissel sind in a[1].key bis a[n].key gespeichert
// a[0] wird lediglich zum Vertauschen verwendet
protected int n = a.length-1;
protected vertausche (intk, int 1)

{ a[0]= a[K]; a[k] = a[l]; a[l] = a[0]; }
¥
Allgemeiner Sortieralgorithmus:
while  3(i,j) : (i<j) (k> kj) do vertausche a; und a;
= nicht deterministisch
— geeignete Kontrollstruktur (Algorithmus) notig!
Die Vielzahl moglicher Sortierverfahren wird allgemein in zwei Kategorien eingeteilt. In Abhén-

gigkeit davon, ob die Objekte im Hauptspeicher oder auf dem Sekundarspeicher liegen, untersc-
heiden wir:

- Sortieren von Arrays (internes Sortieren)
- Sortieren sequentieller Files  (externes Sortieren)

Externe Sortierverfahren kommen fir sehr grofle Datenmengen zur Anwendung, die nicht ko-
mplett in den Hauptspeicher eingelesen werden kénnen.

|y

internes Sortieren: alle Objekte sind bekannt externes Sortieren:

zu jedem Zeitpunkt ist nur ein
Teil der Objekte bekannt

Definition: Stabilitat von Sortierverfahren

Ein Sortierverfahren heif3t stabil, wenn die relative Ordnung von Elementen mit gleichen
Schlisselwerten beim Sortieren erhalten bleibt, d.h. wenn fir die sortierte Folge

Kip Kiyp o ki, il kG = kg und j<1 = i <.

i, j
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Weitere Klassifikationen von Sortierverfahren sind moglich:
* (iber ihr methodisches Vorgehen (Sortieren durch Einfugen oder durch Auswahlen; Divide-
and-Conquer - Verfahren; ...),
* Uber ihr Laufzeitverhalten (im schlechtesten Fall / im Durchschnitt) und
* Uber ihren Speicherplatzbedarf (in situ oder zweites Array / zusatzlicher Speicher nétig)

Fur uns wesentliches Kriterium = Laufzeitverhalten

Um unterschiedliche Verfahren miteinander zu vergleichen, zahlen wir die Anzahl der bei einer
Sortierung von n Elementen durchzufiihrenden Operationen (in Abhangigkeit von n). Die beiden
wesentlichen Operationen der im folgenden betrachteten internen Sortierverfahren sind:

* Vergleiche von Schlisselwerten = Informationen Uber die vorliegende Ordnung
» Zuweisungsoperationen, z.B. Vertauschungsoperationen oder Transpositionen von
Objekten (im allg. innerhalb eines Arrays) = Herstellen der Ordnung.

Im folgenden bezeichne C(n) die Anzahl der Vergleiche und M(n) die Anzahl der Zuweisungsop-
erationen, die bei der Sortierung von n Elementen notwendig sind.

3.1 Interne Sortierverfahren

Frage: Wie schnell kann man tberhaupt sortieren?

Beschréankung auf solche Algorithmen, die nur Schliisselvergleiche und Transpositionen
verwenden.

Gesucht: Eine untere Schranke fir die Anzahl C, . (n) von Schllsselvergleichen, die im
schlechtesten Fall notwendig sind, um n Objekte zu sortieren.

Entscheidungsbaum fir 3 Schltssel kq, k,, K5 -

nein
kS, k2, kl

kl’ k2, k3

nein ja nein

kl’ k3’ I(2 k3’ I(15 k2 k2’ kl’ k3 I(2’ k3= k1

In einem Entscheidungsbaum ohne redundante Vergleiche entspricht jedes Blatt einer der n!
verschiedenen Permutationen von n Elementen.
=> der Entscheidungsbaum fiir n Elemente hat eine minimale Hohe von [ log,(n!) |
da es sich um einen bindren Baum handelt
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Damit gilt flr einen beliebigen Sortieralgorithmus: C_,,.(n) = Q(n - logn) , denn

Chax(M = [logy(n!) ] und
nN>n-(n-1)-...-(In/2)>(n/2)
= log,(n!) >n/2 -log,(n/2) = O(n - logn) .

n/2

= Cax(M) =0(n-logn) < C . (n)=Q(n-logn) .

Resultat: Sortierverfahren haben mindestens eine Laufzeit von O(n - logn) .

Da Algorithmen, die diese Laufzeit erreichen, recht komplex sind, gehen wir zunéchst auf eine
Reihe einfacher Sortierverfahren ein. Fir kleines n (z.B. n < 100) bieten diese meist eine ausre-
ichende Performanz.

3.1.1 Einfache Sortieralgorithmen

Einfache Sortieralgorithmen besitzen meist eine Laufzeit von O(n?). Wir stellen im folgenden ver-
schiedene solche Sortieralgorithmen vor.

Sortieren durch Abzéahlen
Prinzip: Der j-te Schlussel der sortierten Folge ist groRer als j-1 der Gbrigen Schlissel. Die
Position eines Schlissels in der sortierten Folge kann damit durch Abzahlen der
kleineren Schliissel ermittelt werden.
Wir benétigen ein Hilfsarray:
int zaehler[] = new int [n + 1];

/I Die Schlissel sind in a[1].key bis a[n].key gespeichert

Ziel:
zaehler[i] = (Anzahl der Elemente a; mit a;.key < a;.key) + 1.
Anfangs:

zaehler[] = {1, 1, ... ,1}.
Programmstuck:  for (inti=n;i>=2;i--){
for (intj=i-1;j>=1;j--){

if (a[i].key < a[j].key) zaehler[j]++;
else zaehler[i]++;
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Zahler
START: 9|5|11(12|8 (10| 6 | 3 171111111
1. Schritt 91511128 (10| 6 | 3 21211122 2|2]2

(n-1). Schritt | 9 | 5 | 1 |12

811016 | 3 63|18
113|5|6|8|9]|10]|12

Ergebnis:

Der Algorithmus ist stabil; er wird instabil, falls *<* ersetzt wird durch ‘<.
Fur die benétigte Anzahl von Vergleichen gilt:

CN) = (N=1)+(N=2)+ .. +1 = ug;ll - 0m)

Die Anzahl der Zuweisungsoperationen fur den Z&hler ist identisch zur Anzahl der Schlis-

selvergleiche. Hinzu kommt ein linearer Aufwand, da jedes Objekt jetzt noch an die richtige
Stelle plaziert werden muR.

- M) = 0(n?).

Da der Speicheraufwand von O(n) fir ein Hilfsfeld groB ist, betrachten wir im folgenden eine

Reihe “einfacher’ und stabiler Sortierverfahren, die kein zusétzliches Feld bendtigen, also in situ
arbeiten.

Sortieren durch direktes Auswahlen (*Selection Sort’)

Prinzip: Suche aus allen n Elementen das kleinste und setze es an die erste Stelle. Wiederhole
dieses Verfahren flr die verbleibenden n-1, n-2, ... Elemente. Nach n-1 Durchl&ufen
ist die Sortierung abgeschlossen.
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Methode: void selectionSort() {
int minindex;
for (inti=1;i<=n-1;i++) {
minindex = i;
for (int j = i+1; j <= n; j++) // minimales Element suchen
if (a[j]-key < a[minindex].key) minindex = j;
vertausche (i, minindex);

}

START: 9151|128 |10|6 | 3

1. Schritt 9151112/ 8|10{6 | 3| —» |1|5|9 128|106 | 3
” U
2. Schritt 11579128106 | 3| —» |1|(3|9(12|8 (10|65
. ” \_/V

(n-1). Schritt |1 |3 |5|6|8|9|12/10 —®» | 1|3 |56 |8/|9 (10|12

Fur die Anzahl der Vergleichsoperationen gilt wie oben:

Cn)=(n-1)+(n-2)+...+1 = D-Jﬂz—_—l) = O(nz)
Fur die durchschnittliche Anzahl von Zuweisungen (‘minindex = j’) gilt (ohne Beweis):
Mg(n) = O(n-logn).  (Anzahl von Vertauschungen: O(n))

Néhere Untersuchung des Selection_Sort:
Wesentlicher Aufwand = Bestimmung des Minimums der verbleibenden Elemente.

Lemma: Jeder Algorithmus zum Auffinden des Minimums von n Elementen, der auf \Verglei-
chen von Paaren von Elementen basiert, benotigt mindestens n-1 Vergleiche.

Sortieren durch direktes Austauschen (‘Bubble Sort’)

Prinzip: Das Verfahren basiert darauf, die relative Reihenfolge benachbarter Elemente zu
uberprifen und diese so zu vertauschen, dal kleine Elemente an den Anfang und
groliere Elemente an das Ende des Arrays wandern.

Im  ersten Durchlauf  werden auf diese  Weise die  Paare

(a,_.a,) , (a,_5a,_7) , .. bearbeitet. Hierdurch wandert das Kkleinste
Element an die erste Position im Array; es wird nicht weiter betrachtet. So entsteht
sukzessive eine immer langere sortierte Folge von Elementen am Anfang des Arrays
und nach n-1 Durchldufen ist die Sortierung abgeschlossen.
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Methode: void bubbleSort() {
for (inti=1;i<=n-1;i++) {
for (intj=n;j>=i+1;j--)
if (a[j]-key < a[j-1].key) vertausche (j, j-1);
}
}

START: 915|112 8|10|6 | 3

1. Schritt 9/5]1/|12|/8|10| 6

2.Schritt |19 |53(12/8 |10/ 6| —m (1|3 |9|5|6|12|8 |10

(n-1). Schritt |13 |5|6|8|9 1012 —m» | 1|3 |56 |8/|9 (10|12

Fur die benétigten Schlisselvergleiche gilt wiederum:

CN) = (N=1)+(N=2)+ ... +1 = ug_—ll - o)

Die mittlere Anzahl von Vertauschungen betrégt:

M(n) = uz;ll = o) .

Verbesserungen:
« ein Durchlauf der inneren for-Schleife ohne jegliche Vertauschung zweier Elemente
ermoglicht einen Abbruch des Algorithmus.

« unterhalb der Position der letzten Vertauschung ist das Array bereits sortiert
= weitere Einsparung moglich durch friihzeitigen Schleifenabbruch

* Beobachtung:
Asymmetrisches Verhalten: kleine Schlissel springen schnell an den Anfang des Array,
wéhrend grof3e Schlissel nur schrittweise ans Ende wandern.
—> Anderung der Richtung aufeinanderfolgender Durchlaufe (‘Shaker Sort’).

aber: die Verbesserungen sparen nur Schliisselvergleiche, keine Vertauschungsoperationen!

Sortieren durch direktes Einfiigen (‘Insertion Sort’)

Prinzip: Das Element a, beschreibt fur sich genommen stets eine korrekt sortierte ‘Folge’.
Seien nun fur j=2,3,... die ersten j-1 Elemente a;, a,, ...,a;_; korrekt
sortiert. Im j-ten Durchlauf wird dann das Element aj an die richtige Stelle der
vorsortierten Folge eingefligt. Nach n-1 Durchldufen ist die Sortierung

abgeschlossen.
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Methode: void insertionSort() {
Entry X = new Entry;
for (intj=2;j<=n;j++) {
x=a[j]; 1=j-1;
while ((i > 0) && (x.key < a[i].key)) {
a[i+1] = a[i]; // Transposition der ARRAY-Elemente
i =i-1;
}

afi+1] = x;

START: 9/5(1|12|8|10|6 |3

1.Schritt | 9|5]1(12|8|10{6 |3 | —m |59 1(12|/8|10|6| 3

2.Schritt | 591128 |10/ 6|3 | —» |1 |5|9]128|10| 6| 3

(n-1).Schritt | 1 |5(6 |8 |9 |10(12]3| —» |1[3|5|6]|8]9|10]12

Laufzeitanalyse:

« die duBere (for-) Schleife wird stets n-1 mal durchlaufen.

* beim Einfugen des j-ten Elementes ((j-1)-ter Durchlauf der for-Schleife) werden
bendtigt: im worst case:  j-1 Schliisselvergleiche und j Transpositionen

im Durchschnitt: (j—1)/2 Schlusselvergleiche und (j+1)/2 Transpositionen

n

n
. 2
-1_1 . n=-1_n+n-2 2n-2 _1 2 2
C®(n):§JT:§§J_2 = - :Z(n—n):O(n)

4 4
N j=2 j=2
n n-1
_ . _ .1 2 _ 2
Cworst(n) - Zj_l - ZJ - E(n _n) - O(n)
i=2 i=1

und ebenfalls: O(nz) Transpositionen.
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Verbesserung: Beim Einfiigen statt der while-Schleife bindres Suchen anwenden.
— Anzahl der Schlusselvergleiche nur noch O(n - logn) im Durchschnitt sowie im
schlechtesten Fall.

aber: die Anzahl der Transpositionen bleibt erhalten = Aufwand: O(nz) bleibt.

Bemerkung: Ein Sortierverfahren, das Objekte immer nur um eine Position verschiebt, hat eine

Lemma:

Folgerung:

durchschnittliche Laufzeit von mindestens O(nz) . (Begriindung: folgendes Lemma)

Sei ky, ko, ..., k, eine zufédllige Permutationvon {1,2,...,n} . Dann gilt fir die

durchschnittliche Anzahl M(n) der Stellen, Gber die die n Objekte bewegt werden:
M () = ©(n%).

Sortierverfahren, die im Durchschnitt schneller als O(n2) sind, mussen Transposi-
tionen in Springen statt nur stellenweise vornehmen. (wie z.B. beim
‘Selection_Sort’)

3.1.2 Verfeinerung des Insertion_Sort: Shell_Sort

(Shell 1959; “diminishing increment sort’)

Prinzip: Sei n = 2k, k € N . Das Array wird in jedem Schritt betrachtet als Menge kleinerer

Gruppen von Elementen, beschrieben durch eine vorgegebene Schrittweite. Diese
werden jeweils getrennt voneinander (und damit schneller) Uber Insertion_Sort

sortiert. Als Schrittweitenfolge konnen beispielsweise die Werte n/2 , n/4 , ..., 1
gewahlt werden.

Im 1. Schritt werden dann n/2 Gruppen mit jeweils 2 Elementen gebildet, im 2.

Schritt n/4 Gruppen zu je 4 Elementen, usw.; jeder Schritt nutzt dabei die bereits
bestehende Vorsortierung aus.

Nach logn Schritten ist schlieRlich die gesamte Folge sortiert. Flr allgemeines n

ergeben sich u.U. um eins groRere Gruppen; die folgende Prozedur ist Vn e N
korrekt.
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Methode: void shellSort() {
int incr, j;
incr =n/ 2; // Distanz der Elemente eines Teilarrays
while (incr > 0) {
for (inti=incr + 1; i <=n; i++) {// einzelne Teilarrays betr.
j=1-incr;
while (j >0) { //insertionSort durchflihren
if (a[j].key > a[j + incr].key) {
vertausche(j, j + incr);
if (j >incr) j=j-incr;

elsej=0;
}
else j=0;
}
}
incr =incr/ 2;

START: 9151|128 (10| 6| 3

= ] s K a

1.Schritt |9 |5|1(12{ 8|10/ 6|3| — |8 |(5|1|3|9]|10|6]12

2.Schritt |8 |5|1|3|9|10{6 (12| —» |13 |6|5|8]|10| 9|12

3.Schritt | 1]|13|6|5|8|10/9|12| —» | 1|3 |5|6|8|9|10|12

Laufzeitanalyse (sei n = 2* fiir ein K):
*im 1. Schritt ist fur die n/2 Teilarrays hochstens je 1 Vertauschung nétig.
im 2. Schritt sind fir die n/4 Teilarrays hochstens je 1+2 Vertauschungen nétig.
*im logn = k-ten Schritt sind hdchstens 1+2+...+ n/2 \ertauschungen nétig.

— Gesamtlaufzeit im Mittel nahe bei: O(n - /n) = O(nl’s) (ohne Beweis).
(Laufzeit im “worst case’ offensichtlich: O(n"))

Bemerkungen
« Schrittweiten, die keine Potenzen von 2 sind, liefern in der Regel bessere Ergebnisse.

Experimentell ermittelt schldgt Knuth folgende (umgekehrte) Schrittweitenfolge vor:
1,4,13,40,121, ... bzw.allgemein: hy =1, hy,;=3-h+1 ;
und beginne mit der Schrittweite s, fur die gilt: hg, ,>n.
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— Laufzeit: O(nl’25)

» Unabhangig von der Schrittweite = Laufzeit nicht besser als O(nl‘z) (> O(n - logn) ).
3.1.3 Divide-and-Conquer-Methoden

Die einfachen Sortieralgorithmen reduzieren die Grof3e des noch zu sortierenden Arrays in jedem
Schritt lediglich um eins. Ziel der Divide-and-Conquer Sortieralgorithmen ist es, das zu sortier-
ende Array in jedem Schritt zu halbieren. Bei Erreichung dieses Ziels erhalten wir Verfahren mit
einer Laufzeit von O(n - logn) .

Allgemeines Paradigma:

allgemeiner Divide-and-Conquer-Algorithmus:

ALGORITHMUS Divide-and-Conquer_Sort;
IF Objektmenge klein genug
THEN l6se das Problem direkt
ELSE
Divide: Zerlege die Menge in Teilmengen mdglichst gleicher Grolie;
Congquer: Lose das Problem fur jede der Teilmengen;
Merge:  Berechne aus den Teillésungen die Gesamtlosung
END;

MergeSort

Prinzip: Das Array wird zundchst rekursiv bis auf Elementebene zerlegt. Jedes der Elemente
ist fir sich genommen trivialerweise sortiert.
Im Anschlul} an diese Zerlegung werden dann gemaR der Zerlegungshierarchie
jeweils zwei sortierte Teilarrays derart verschmolzen (Merge), daB das Ergebnis
wiederum sortiert ist. Nach dem letzten Merge-Schritt ist das gesamte Array sortiert.

(trivialer Divide-Schritt (O(1)); ‘Arbeit’ im Merge-Schritt (O(n) ))

ALGORITHMUS Mergesort(S)
IF|S|=1
THEN RETURN S
ELSE

Divide: S1:= aj,....,a 5,2 S2:= @ /0(4+1 -+ 8 5
Conquer: S1’ := Mergesort(S1); S2’ := Mergesort(S2);
Merge: RETURN Merge(S1’, S27)

END;
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START: 9151|128 (10|63

951|112 8106 |3 S

(7]

7 _g

=

9|5 1|12 8 |10 6| 3 =
9| |5 1| [12] | 8| |10 6| |3

519 112 8 |10 3|6 =

=

O

)

1/5]09 |12 3/6|81(10 &

2

[«B]

p

Laufzeitanalyse (gilt im wesentlichen fir alle Divide-and-Conquer-Verfahren):
Die Laufzeit T(n) fir den ersten Rekursionsschritt fiir n Elemente ergibt sich aus:
» der Laufzeit des Divide-Schrittes

- O(1) (Aufteilen des Arrays = konstante Zeit)
* der Laufzeit des Conquer-Schrittes

- 2-T(n/2) (nElemente=> 2.n/2 Elemente)
* der Laufzeit des Merge-Schrittes

- O(n) (jedes Element muR betrachtet werden)
Es ergibt sich somit folgende Rekursionsgleichung fur den Zeitbedarf T(n) des MergeSort:
1 fallsn=1
() = 0(2) alls n
O1)+2-T(n/2) +0O(n) fallsn>1

oder anders ausgedriickt (mit Konstanten a und ¢ und einer (mindestens) linear
wachsenden Funktion f.):

a fallsn=1
T(n) =
c+2-T(n/2)+f(n) fallsn>1
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Betrachten wir zur Veranschaulichung den Baum der Kosten dieser Rekursionshierarchie

(fir n=2%):
f(n), c Level 1
/ \
f(n/2), c f(n/2), c Level 2
PN PN
2, ¢ f@.c f2.c fQ2)c Level k

SN N N N
a a a a a a a a Level k+1
Der Aufwand fur allec’sund a’sist: (n—-1)-c+n-a = O(n) .

Da f (mindestens) linear wéchst, gilt: 1-f(n/1) <f(n) .
Hieraus ergibt sich die folgende Abschatzung, wobei k = logn :

Level 1: f(n)
Level 2: 2 -f(n/2) <f(n)

Level k-1:  n/4-1(4) <f(n)
Level k: n/2-1(2) <f(n) ,

= T(n) <f(n)-logn = O(n-logn) .

Allgemeines Ergebnis

Jedes Divide-and-Conquer-Sortierverfahren, dessen Divide- und Merge-Schritt in O(n)
durchgefiihrt werden kdénnen und das eine balancierte Unterteilung des Problems garanti-
ert, besitzt eine Laufzeit von O(n -logn) .

Quicksort (Hoare 1962)

Prinzip: Ein (prinzipiell beliebiger) Schlissel x wird aus dem Array ausgewahlt. Das Array
wird anschlielend in Schlussel > x und Schlissel < x zerlegt (Divide-Schritt). Die
beiden resultierenden Teilarrays werden rekursiv bis auf Elementebene in gleicher
Weise behandelt (Conquer). Durch entsprechende Speicherung der Teilarrays
innerhalb des Arrays entfallt der Merge-Schritt.

Arbeit im Divide-Schritt (O(n) ); trivialer Merge-Schritt (O(1) )
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allgemeiner Algorithmus:

ALGORITHM Quicksort(S)
IF|S|=1
THEN RETURN S
ELSE
Divide: Wahle irgendeinen Schlusselwert x = s;.key aus S aus.
Berechne eine Teilfolge S1 aus S mit den Elementen,
deren Schlusselwert < x ist und eine Teilfolge S2 mit
Elementen > x.
Conquer: S1° = Quicksort(S1); S2’ = Quicksort(S2);
Merge: RETURN Concat(S1’, S27)
END;

Methode: void quickSort() {

sort(1, n);

}

void sort (intli, intr) {
inti=1li+1;
intj=r;

Entry x = a[li]; // hier: Auswahl des linken Randelementes
boolean flag = false;
do { // Aufteilung in Elemente > bzw. < x
while ((a[i].key < x.key) && (i <r)) i =i+1;
while (a[j].key > x.key) j=j-1;
if i<j){
vertausche(i, j);
i =i+1; ) =]-1;
}
else flag = true;
} while ('flag);
vertausche(li, j); // x an richtige Stelle bringen
if (li<j-1) sort(li, j-1);
if +1<r) sort(j+1,r);
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START: 9/5(112|8|10|6 | 3

1. Schritt: Sort(1,8) 9(5(|1|12{8 |10/ 6 |3| —® |6 |5[1|3|8|9 |10(|12

Vv A
2. Schritt: Sort(1,5) 6(5/1|3(8|9(10(12)| —» |3 |(5|1|6|8|9 10|12
” ” FEVER
3. Schritt: Sort(1,3) 3|/5|11|6(8[9|10{12| —» |1 |3 |5(6|8]|9]10]|12

4. Schritt: Sort(7,8) 1/3|5|6|8|9(10{12| —» |1 |3|5|6|8|9 1012

Rekursive Unterteilung des Array beziiglich des ausgewahlten Elementes
= bindrer Baum Uber den Arrayelementen.

Hohe des Baumes = Rekursionstiefe des Verfahrens.
erwinscht: balancierter binarer Baum = Rekursionstiefe: O(logn).

Laufzeitanalyse:

Wir untersuchen zunéchst den Zerlegungsschritt (Divide-Schritt):
Ausgangspunkt: angenommen, das k-te Element der Sortierreihenfolge
wird fiir den Zerlegungsschritt gewéhlt und dann an Position k positioniert.

* im Zerlegungsprozel’ wird jedes Element betrachtet = n \Vergleiche

* die Anzahl der Vertauschungsoperationen ist abhangig von k:
= (Anzahl der Elemente < k) ¢ (Wahrscheinlichkeit fiir eine Vertauschung)
(= WS, dal das Element im rechten Teil war)

= (k_l).ﬂu)
n

= Mittelwert M(n) der Vertauschungsoperationen tiber alle k = 1,2, ...,n
fiir den ersten Zerlegungsschritt:
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n n-1
— 1 n—(k-1 1
M(n) = = z(k_l).Jn_) = <. S k-(n-k) =
k=1 " =0
2
_n-(n-1) 2-n-3-n+1 _n-1/n _
T T2 6. n 6 o)

— der Divide-Schritt bendtigt stets O(n) Operationen.

Gesamtzeitbedarf:

Der ginstigste Fall:
— Das Array wird jeweils in zwei Teilarrays etwa gleicher GroRe geteilt.
Dann folgt fur den Gesamtzeitbedarf:

Tpest(n) = C-n+2T(n/2) = c-n+2(c-n/2+2T(n/4)) =
= 2cn+4T(n/4)=...= logn-c-n+n-T(1) = O(n - logn)

Der durchschnittliche Fall:
— Das Array wird jeweils bezlglich eines zuféllig ausgewahlten Elements zerlegt.

Nach Analysen: nur um den Faktor 2 -1In(2)~ 1,39 (ca. 40%) schlechter.
= T(n) = O(n-logn).

Der schlechteste Fall:
— Degenerierung (lineare Liste); stets wird das grofite / kleinste Element gewahlt.
(fur die obige Implementierung im Falle eines bereits sortierten Elementes)

Twors® = (=1 +(n=2)+ .. +1 = L= = o)

Beachte hierbei auch die hohe Rekursionstiefe n.
Bemerkungen zu Quicksort
« Austauschen von Schlisseln tber grof3e Distanzen = schnell ‘nahezu’ sortiert.

« wie alle komplexeren Verfahren ist Quicksort schlecht fur kleine n
= \erbesserung durch direktes Sortieren kleiner Teilarrays (z.B. der GroRe < 10).

» Methoden, um die Wahrscheinlichkeit des schlechtesten Falls zu vermindern:
— Zerlegungselement x als Median aus 3 oder 5 (zufalligen) Elementen bestimmen
= ‘Clever Quicksort’.
dennoch: Quicksort bleibt immer eine Art ‘Gliicksspiel’, denn es bleibt:

Tuors) = O()

« Quicksort war lange Zeit das im Durchschnittsverhalten beste bekannte Sortierverfahren.
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3.1.4 Sortieren mit Hilfe von Baumen

Sortieren durch Auswéhlen
= n-maliges Extrahieren des Minimums/Maximums einer Folge von n Schlisseln

= \erwenden einer geeigneten Baumstruktur, die diese Operation effizient unterstitzt

Heapsort (Williams 1964)

Definition: Heap
Sei K ={ky, Ky, ...,k,} eine Menge von Schllsseln und T ein bindrer Baum, dessen
Knoten die Schlussel aus K speichern.
T ist genau dann ein Heap, wenn gilt:
* T ist vollstandig ausgeglichen und
« der Schlussel in jedem Knoten ist gréRer oder gleich den Schlisseln in den Séhnen
des Knotens (partielle Ordnung).

Ein Heap ist auf sehr einfache Art mit Hilfe eines sequentiellen Arrays implementierbar.

Beispiel:

—m» 12|10 8|9 |56 |3

Vater von Knoten i ist Knoten |i/2]

Der linke (rechte) Sohn von Knoten i
ist Knoten 2i (2i+1).

Eine Folge von Schlusseln ky, ks, ..., k, bildet einen sequentiellen Heap, wenn gilt:

Kijo 2k fur 1<]j/2]<j<n.

In diesem Falle gilt: k; = max (k;) , d.h. das Maximum steht in der Wurzel.
1<i<n

Weiterhin erfullen alle Blatter k 5,4, ....k, fUr sich genommen bereits die Heap-

Eigenschaft.

Prinzip: Die zu sortierende Schliisselfolge wird in einem Vorbereitungsschritt in eine sequen-
tielle Heap-Struktur tberfihrt.
Aus dieser Struktur wird in jedem Schritt das Maximum (die Wurzel) entnommen
und der Rest wiederum in Heap-Struktur gebracht. Eine sukzessive n-malige
Entnahme des Maximums fiihrt zur Sortierung der Folge.

Universitdt Minchen Institut fir Informatik Studienjahr 2010



Algorithmen und Datenstrukturen Seite 3.18

Aufbau der Heap-Struktur: O

|9]5]1]12]8]10|6] 3]
TN

verletzen die Heap-Eigenschaft.

s

O,
= ‘Absenken’ aller inneren Schliissel, —
die diese Eigenschaft verletzen durch | 9[12]10]5]8]1]6]3]
Vertauschen des Schliissels mit dem @}@ @
12

N
{
10
®
groleren seiner Sohne. #
10
(6)

Ausgangspunkt: unsortiertes Array.

12
= die n DIV 2 Elemente in den Blat- @/
tern erfillen die Heap-Eigenschaft.

Ia
12| 9 [10]5]8]1]6] 3]

in der Wurzel.

I A
Sortierschritt:
s Ta

|3]9]w0[5]8]1]6]12

Vertausche: Maximum < letztes Element.

— der maximale Schliissel befindet sich @{ ®® ©

- ‘Absenken’, um Heap-Eigenschaftzu & ®® ®

gewadhrleisten. ¢
= wiederum steht das Maximum in der & VIR Y RN
Wurzel. |10[9]6]5]8]1]3]12
® ®O ¢

12
®
(sukzessive Uber alle Level)
Ergebnis: ‘Anfangsheap’. (9)
(3)
(9)
10

Iteration dieses Schrittes, bis das Array

sortiert ist. @®
1AV R
(8) (® |9]8]6]5]3]1]10]12
v ® O
(9) (8) (6)
® ® 6 © 6 6 @/% ®/®
® 600 OO @ @
sortiert: 10,12 9,10,12 8,9,10,12 6,8,9,10,12 56,8,9,10,12 356,89,1012 1,356,89,10,12
HeapgrofRe: 6 5 4 3 2 1 0

Die folgende Methode ‘Heapsort’ basiert auf einer lokalen Hilfsprozedur ‘korrigiere’. Diese
14kt das Element a[li] in das als Teilheap vorausgesetzte Teilarray a[li+1],...,a[r] an die richtige
Stelle einsinken, so daf a[li],...,a[r] einen Heap bildet.
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Methode: void heapSort() {
for (inti =n/2;i>=1; i--) korrigiere (i,n);// Aufbau des Heap
for (inti=n;i>=2;i-){ /I Sortierschritte
vertausche (i, 1);
korrigiere (1, i-1);

¥

¥

void korrigiere (int i, intr) {
inti, j;
Entry x;

i =1li; x=a[li]; // abzusenkendes Element in der Wurzel
if ((2*1i) <=r) { // rechte Grenze nicht tberschritten
J = 2*i; /] a[j] ist linker Sohn von a[i]
do { // wiederholtes Absenken
if (j <r) // suche grolieren der beiden S6hne
if (a[j].key < a[j+1].key) j=j+1;
/I nun: a[j] ist groRerer Sohn
if (x.key < a[j].key) {
vertausche(i,j);
i=j; j=2*1; /] Absenken
}

else j=r+1; // halte an: Heap-Bedingung erfillt
} while (j <=r);

Laufzeitanalyse:

Der Algorithmus unterteilt sich in zwei getrennte Schritte:

1) Aufbau des ‘Anfangsheap’:
= ‘korrigiere’ wird einmal flr jeden Knoten aufgerufen, der mind. einen Sohn hat.
Fur die HOohe h eines vollstandig ausgeglichenen bindren Baumes gilt:
h = [logy(n+1)7.

Far n gilt: " tan<o”
In einem derartigen Baum besitzt Level i genau 2'"! Knoten fur 1<i<h-1.
Fir jeden dieser Knoten muf3 der darin enthaltene Schliissel maximal bis in einen

Blattknoten wandern, d.h. einschlieBlich des Knotens selbst h-(i-1) Knoten
durchlaufen.
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Aufbau " i-1 . _ h—2i o " h—i .. _
Tiworst (n)SZZ (h=-(i-1)) = ZZ(h—I)— 2(2 i) =
i=1 i=zo i=2

(62 ek
= —-i[<n — = 0O(n
i§2 2I—1 i§22|_1 ()

Das letzte”=" gilt, da Z 1 firh— o konvergiert.
2| -1
i=2

2) Sortierung durch sukzessive Entnahme des Maximums:
= (n-1)-mal muf jeweils ein Schlissel durch ‘korrigiere’ abgesenkt werden.
Jedes Absenken ist auf einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt beschrankt.

TSortierung(n) <(n-1)- “092(” 1+ 1)“ = O(n - logn).

worst

Schluf3folgerung

Die Laufzeit von Heapsort im schlechtesten Fall ist also O(n - logn) und damit optimal.

Bemerkungen:

* Betrachten wir die durchschnittliche Laufzeit von Heapsort, so fallt auf, dall grob 50%
der Knoten eines Heaps auf der untersten Ebene, 25% auf der vorletzten Ebene, ..., liegen.
= Wahrscheinlichkeit eines absinkenden Elementes, ‘weit unten’ zu landen, ist groR.
= durchschnittlicher Zeitbedarf nahe bei 2 -n-logn + O(n) .

- schlechtes Durchschnittsverhalten im Vergleich zu Quicksort
(1,39-n-logn+0(n) ).

* Verbesserung: Bottom-Up-Heapsort (Wegener 1990)
bisher: Beim Absenken eines Schliissels sind jeweils zwei Vergleiche notwendig:
“Welcher Sohn ist gréer?” und “Ist dieser grofier als der abzusenkende Schlssel?”
—> die zweite Frage wird meist mit ‘ja’ beantwortet.
jetzt: Betrachte nur noch die erste Frage = Zielpfad von der Wurzel zu einem Blatt.
“Von unten’ wird nun die Einfligestelle des abgesenkten Schllssels gesucht (meist
nur 1 oder 2 Vergleiche); Gbrige Elemente auf dem Pfad werden nach oben geschoben.
= Zahl der Vergleiche wird reduziert.
— Bottom-Up-Heapsort ist das beste bekannte Sortierverfahren fur groRe n (n > 16000).

* Da der Heap-Aufbau nur O(n) Zeit bendtigt, kann Heapsort dazu benutzt werden, die k
groften (kleinsten) Elemente einer Schliisselmenge in O(n + k - logn) Zeit zu finden.
Ist k<n/(logn), so kann dieses Problem in O(n) Zeit geltst werden.
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3.1.5 Experimentell ermittelte Laufzeit von Sortierverfahren

Wirth stellt einen experimentellen Vergleich der Laufzeit verschiedener Sortierverfahren vor.

Die folgende Grafik gibt die von ihm ermittelten Ausfuhrungszeiten der entsprechenden
Modula-Programme in Sekunden wieder:

256 Array-Elemente

'a ™
3.00
2.50% AN
200 e N
N / \_______ geordnet
150 E/// \\ _"‘---.\ = zufaellig
L.00 3
0.50 E K___________‘H“"-\ = invers
= _‘-“-‘-:.h — _—
0.00 = i — —— —
Selection_Son Bubble_Sort Inserion_Sort Insertion_S. bin Shell_Sort Merge_Sort Chickson Heapaon
2048 Array-Elemente
s ™
200,00
150.00 //\\
100,00 ] \\ geordnet
] 4/ '\\_\ = zuiaellig
S0.00 — —_— = invers
000 \\a‘——-——_l
k Selection_Son Bubble_Son Insertion_Son Insertion_S. bin Shell_Son Merge_Son Quickson Heapson
Anzahl der Elemente = 256 Anzahl der Elemente = 2048
geordnet zuféllig invers geordnet zuféllig invers
Selection_Sort 0,94 0,96 1,18 58,18 58,34 73,46
Bubble_Sort 1,26 2,04 2,80 80,18 128,84 178,66
Insertion_Sort 0,02 0,82 1,64 0,22 50,74 103,80
Insertion_Sort (binar) 0,12 0,70 1,30 1,16 37,66 76,06
Shell_Sort 0,10 0,24 0,28 0,80 7,08 12,34
Merge_Sort 0,18 0,18 0,18 1,98 2,06 1,98
Quicksort 0,08 0,12 0,08 0,72 1,22 0,76
Heapsort 0,20 0,20 0,20 2,32 2,22 2,12
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Einen Leistungsvergleich zwischen seinem Bottom-Up-Heapsort und dem Median-basierten
Clever Quicksort hat Wegener durchgefiihrt. Die folgende Tabelle veranschaulicht die
relative Anzahl der notwendigen Vergleiche in Abhé&ngigkeit von der Arraygréfie n:

n Clever Quicksort Bottom-Up-Heapsort Verhéltnis
100 5,74 6,94 0,827
200 6,88 7,99 0,861
500 8,42 9,31 0,904
1000 9,60 10,31 0,931
2000 10,78 11,31 0,953
5000 12,35 12,66 0,976
10000 13,54 13,66 0,991
20000 14,72 14,67 1,003
30000 15,42 15,24 1,012

Folgerungen:
* Clever Quicksort ist schneller fir kleine n.
* Die Leistungsfahigkeit von Bottom-Up-Heapsort nimmt fir wachsendes n zu.
» Ab ca. n = 16000 ist Bottom-Up-Heapsort besser als Clever Quicksort.
* Fur weiter wachsendes n nimmt dessen Leistungsvorteil weiter zu
= Bottom-Up-Heapsort wird ca. 15 % besser fiir n = 10%°.

3.1.6 Sortieren in linearer Zeit

Aussage: Sortieren auf Basis von Schlusselvergleichen benétigt im schlechtesten Fall
mindestens O(n - logn) Operationen.

aber: Wenn die Schllsselwerte bestimmten Einschrankungen unterliegen und auch andere
Operationen als Vergleiche angewendet werden kénnen, dann ist es moglich, schneller als
in O(n-logn) Zeit (z.B. in O(n) Zeit) zu sortieren.

Wir werden im folgenden z.B. annehmen
* die auftretenden Schlissel sind a-priori bekannt

* der Wertebereich der Schliissel ist (bekannt und) relativ klein
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Beispiel:

Es sei bekannt, daf die Schlusselfolge von a,, a,, ...,a, eine Permutation von

{1,2,...,n} darstellt. Dann kann die folgende Prozedur ‘Sort’ zur Sortierung
herangezogen werden:

Methode: void sort() {
for (inti=1;i<=n;i++) {
while (a[i].key =)
vertausche(i, a[i].key);
}
}

Diese Methode “sort()’ bendtigt nur O(n) Zeit fur die Sortierung von n Elementen.

Eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens stellt das sogenannte Bucket_Sort dar:

Bucket_Sort

Sei der Wertebereich der Schlussel gegeben als [0, 1, ..., m—1], Duplikate der Schllssel

seien erlaubt. Gegeben sei eine Folge von Behaltern (buckets) B, B, ..., B, _; . Jedes

Bucket kann eine Liste von Elementen aufnehmen. Wir benutzen hierzu die gleiche Array-
Datenstruktur wie bei offenen Hashverfahren, d.h. mit Uberlauflisten. Neue Elemente
werden immer am Ende der Uberlaufliste eingefiigt.

Dann sortiert folgender Algorithmus die Schlusselfolge a,, a,, ..., a, :

ALGORITHMUS Bucket_Sort; (* das Feld a sei globale Variable *)
BEGIN
FORi:=1TOnDO
flige a; in das Bucket B
FORi:=0TO m-1DO
schreibe die Elemente von B; in die Ergebnisfolge END
END Bucket_Sort;

a key €N END;

Dieser Algorithmus wird auch als “Sortieren durch Fachverteilung” bezeichnet.
Laufzeitanalyse:
« Einfuigen eines Elementes in ein Bucket bendtigt O(1) Zeit
(z.B. lineare Liste mit Zeiger auf letztes Element)
= Bucket_Sort benétigt O(n + m) Zeit
falls m = O(n) = O(n) Zeit
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Bemerkung: Das Zuordnen eines Schllssels a; zum ‘richtigen’ Bucket B stellt eine m-werti-

a;.key
ge Vergleichsoperation dar. Diese ist gleichwertig zu log,(m) binaren Vergleichs-

operationen. Somit steht dieser Algorithmus nicht im Widerspruch zur ‘theoreti-
schen Komplexitat” von Sortierverfahren von O(n - logn) .

Hé&ufig haben die Schlussel einen sehr groRen Wertebereich = zu viele Buckets notwendig!
= Bucket_Sort in mehreren Phasen.
(k Phasen, falls der Wertebereich der Schlissel gleich [0, 1, ..., m* — 1] )

Beispiel: Sei k = 2 und der Wertebereich der Schlussel gleich [0, 1, ..., m? - 1]
Dann werden die beiden folgenden Sortierphasen durchgefthrt:

1.Phase: Sortierung innerhalb der Buckets

Bucket_Sort mit m Buckets, wobei a; in das Bucket B, ., mop m €ingefiigt wird.

2.Phase: Sortierung zwischen den Buckets
Durchlauft die Buckets der 1.Phase und héngt a; jeweils an die Liste

von Bucket B, ey prv m an-

Die Ergebnisse der 2. Phase werden schliellich in die Ergebnisliste geschrieben.

Sei m = 4, Schlusselintervall = [0,..,15] 951128 |10|6 | 3
1. Phase 2. Phase
By Bi B, Bs By By B, Bs
12| 9|10| 3 15| 8/12 o
oo oY # Ergebnisliste
8 5 6 3 6 9
' !
1 10 1/3(5|6|8|9 10|12

Nimmt man k als Konstante an, so arbeitet dieses Verfahren in O(n) Zeit, falls das Anh&ngen
an eine Liste in O(1) Zeit erfolgt.

Im folgenden stellen wir ein allgemeineres Verfahren (Radix_Sort) vor, bei dem die
Schlisselwerte als Ziffernfolge zur Basis m aufgefaf3t werden.
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Radix_Sort

Seien die Schlisselwerte Zeichenfolgen iber einem Alphabet von m Buchstaben mit gleicher
Lange |, die als Zahlen zur Basis m interpretiert werden. Der Wertebereich der Schliissel

entspricht also [0, 1, ..., m' - 1]. Gegeben sei eine Folge von Buckets By, By, ...,B,_1,

wobei jedes Bucket eine Liste von Elementen aufnehmen kann. Neue Elemente werden
immer “am Ende” des Buckets eingefiigt.

Es werden | Phasen durchgefiihrt. Jede Phase héngt ab von der jeweils betrachteten Ziffer an
Position j der m-adischen Schlussel, wobei j mit der niedrigstwertigen Position 0 beginnt und
alle Positionen bis I-1 durchl&uft.

In Phase j werden die Datensétze so auf die Buckets verteilt, dal? B; alle Datensatze enthalt,
deren Schlussel an j-ter Position das i-te Zeichen besitzt. Bei dieser Verteilung bleibt die
relative Anordnung der Datensétze innerhalb eines jeden Buckets, die aus den friiheren
Phasen stammt, unverdndert erhalten. Zum Schluf wird die Ergebnisfolge mit einem
Durchlauf der Buckets in aufsteigender Folge ihrer Nummern (B, B4, ..., B,,_1) generiert.

m = 10, | = 2, Schlisselintervall = [0,..,99]

31824 | 6 |47| 7 |56|34|98|60

B, B, B, B B, B By B, By By
1. Phase |60 3 24‘ ‘ 6 ‘47‘13‘ ‘ Sortierung nach Einern
| | | |
v vV oy

34 56 7 98

B B B, B; B, By By B, By Bg
18| 24|34| 47|56 |60 98 Sortierung nach Zehnern

L»S 6|7 |18|24|34|47|56|60|98

Ergebnisfolge

2. Phase

~N— O -

Laufzeitanalyse:

» Falls I als konstant angesehen werden kann und m<n gilt, ist die Laufzeit von
Radix_Sort O(n).

« Wenn alle n Schltissel verschieden sind, gilt 1>[log,n|. Solange | = c-[log,n|
mit einer kleinen Konstanten c, besitzt Radix_Sort eine Laufzeit von O(n - logn) .

* Diese Laufzeiten gelten auch im schlechtesten Fall.
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