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Mengen: Begriff \M‘

Die Charakterisierung von Daten in der Vorlesung setzt den
Mengen-Begriff voraus. Als informelle Definition gentgt uns
folgende:

Definition (Menge)

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von verschiedenen
Objekten, den Elementen der Menge. Die Notation a € M
bedeutet: a ist ein Element der Menge M

* Um anzuzeigen, dass a kein Element der Menge M ist,
schreiben wir entsprechend a ¢ M.

» Eine Menge kann beliebig viele Elemente enthalten, also
z.B. auch gar keine. In diesem Fall spricht man von der
leeren Menge, geschrieben () oder {}.



Mengen: Beispiele

Beispiele

Mengen, die wir im Laufe der Vorlesung verwenden werden:

* N: Menge der natlrlichen Zahlen: 1,2, 3, ...
* No: Menge der natlrlichen Zahlen einschlie3lich 0

my

» Z: Menge der ganzen Zahlen: ..., —-3,—-2,—-1,0,1,2,3,...

* R: Menge der reellen Zahlen
» B = {TRUE, FALSE}: Menge der Wahrheitswerte

Flr diese Mengen gilt z.B.:
23cN, 0¢N, 0Ny, 0¢B, 0&0



Beschreibung von Mengen \M‘

» Eine Menge kann z.B. extensional durch Aufzéhlung der
Elemente angegeben werden; die Reihenfolge der
Elemente spielt dabei keine Rolle.

* Man kann eine Menge aber auch intensional
“peschreiben”, d.h. durch Angabe einer Bedingung, die alle
Elemente und nur die Elemente der Menge erfillen.



Eigenschaften von Mengen \M‘

Beispiele

* Menge M der Quadratzahlen, die kleiner als 30 sind
Extensional: M = {1,4,9,16,25} = {4,1,9,25,16}
Intensional: M = {a| a € N, aist Quadratzahl und a < 30}

* leere Menge
Extensional: M = {}

Intensional: M ={alac N,a<2unda> 1}

Die Schreibweise {a | e(a)} bedeuted: alle Elemente a, die die
Eigenschaft e(a) erfullen.



» Es gelten folgende wichtige Eigenschaften von Mengen
und Beziehungen zwischen Mengen:

Bezeichnung | Notation | Bedeutung

M ist Teilmenge von N MCN ausa € Mfolgtae N

M ist echte Teilmenge von N MC N esgitM C Nund M # N
Vereinigung von M und N MuUN {x|x € Moderx € N}
Schnittmenge von N und M MnN {x|x € Mund x € N}

Differenz M ohne N M\ N {x|x € Mund x ¢ N}

M und N sind disjunkt MNN=0 M und N haben keine gemeinsamen Elemente
Kardinalitat einer Menge M |M| Anzahl der Elemente von M
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Eigenschaften von Mengen

+ Alle Elemente einer Menge sind verschieden.

* Man kénnte zwar eine Menge {1,2, 2,3} angeben, dies
ware aber redundant. Die gleiche Menge wird durch
{1,2,3} definiert.

» Mit dem Konzept einer Menge kann man also nicht
mehrfaches Vorkommen eines gleichen Elementes
modellieren.

» Hierzu dient z.B. das Konzept der Multimengen, die wie
Mengen geschrieben werden, aber teilweise andere
Eigenschaften und Rechenregeln haben.

» Soll auch die Reihenfolge der Elemente eine Rolle
spielen,bendtigt man andere Konstrukte (siehe spéter:
Folgen).

my



Multimengen: Begriff

Definition (Multimenge)
Eine Multimenge ist eine Zusammenfassung von Elementen,
bei denen Elemente auch mehrfach auftreten kénnen.

Beispiel
Die Menge der in dem Wort MATHEMATIK vorkommenden
Buchstaben ist

* AlsMenge: M={A E.H,|,K,M, T}

+ Als Multimenge unter Berlcksichtigung der Haufigkeit:
MM = {A A E,H LK, MM, T, T}

my



Mengen und Multimengen \M‘

+ Die fur Mengen bekannten Begriffe lassen sich leicht auf
Multimengen Ubertragen (andersherum gibt es einige
Begriffe fir Multimengen, die sich nicht direkt auf Mengen
Ubertragen lassen).

+ Jede Multimenge kann némlich durch Auflistung der
Elemente unter Berlcksichtigung ihres Vorkommens als
Menge geschrieben werden (dadurch werden eigentlich
gleiche Elemente kinstlich unterschieden).



Beispiel
Die Multimenge

MM ={A A E H I,K,MM,T, T}
kann aufgeschrieben werden als Menge

MM = (AD, AR E, H,1,K, M), M@, T, T@)}
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Von der Menge zur Potenzmenge LMU

+ Viele Objekte werden selbst durch Mengen von (anderen)
Objekten beschrieben, z.B. ist ein Wechselgeld(-Objekt)
eine Menge von Minzen(-Objekten).

» Eine Datenmenge solcher Objekte ist dann eine Menge,
die Mengen enthalt.
Eine Menge von einzelnen Wechselgeld-Objekten enthalt
als Elemente Mengen von Minzen.

» Eine spezielle Form solcher Mengen von Mengen ist die
Potenzmenge:



Definition (Potenzmenge)

Die Potenzmenge einer Grundmenge U ist die Menge aller
Teilmengen von U, geschrieben P(U), formal:
PU)={U|U C U}

Beispiel

U={d,f,s}

P(U) = {0,{d},{f},{s},{d,f},{d,s} {f s}, {d,f,s}}
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Tupel, kartesisches Produkt LMU

» Die Elemente einer Menge kénnen auch
zusammengesetzt sein aus verschiedenen Mengen.

* Beispiel: Eine Spielkarte hat eine Farbe und ein Symbol:
(Karo,Bube), (Herz,Dame), . ..

+ Solch ein Konstrukt nennt man ein geordnetes Paar
(Tupel).

» Ein geordnetes Paar (x, y) besteht aus zwei Elementen
x € Mund y € N, wobei x die erste und y die zweite
Komponente ist.

* x und y mussen dabei nicht aus der selben Menge
stammen, d.h. es kann M # N sein.



Tupel, kartesisches Produkt LMU

 Natdrlich ist man bei der Bildung von geordneten Tupeln
nicht auf zwei Elemente beschranki.

* Man kann dieses Konzept auf eine beliebige Anzahl n von
Mengen verallgemeinern:

Definition (kartesisches Produkt)

Das kartesische Produkt (Kreuzprodukt) Gber n Mengen ist die
Menge aller geordneter n-Tupel mit den Komponenten aus
diesen Mengen:

My x Mo x ... x My =

{(a1,a2,...,an)|las € My undax € M, ... und a, € Mp}.



Tupel, kartesisches Produkt LMU

- Sind alle Mengen identisch (M; = M; far alle 1 < /,j < n),
schreibt man fir M x M x ... x M haufig auch M".

 Die einzelnen a;, (i = 1,...,n) heiBen ,Komponenten“ oder
LAttribute® von (a4, .. ., ap).

« Offensichtlich ist die Reihenfolge der Elemente in einem
Tupel relevant.

» Es gilt: n € Ny, d.h. theoretisch ist auch das “leere”
Kreuzprodukt (mit leeren Tupeln ()) moglich.



Tupel, kartesisches Produkt LMU

Beispiele

« B x B =B? = {(TRUE, FALSE), (TRUE, TRUE),
(FALSE, FALSE), (FALSE, TRUE)}
* Fur S ={7,8,9,10, Bube, Dame, Koenig, Ass} und
F = {Kreuz, Pik, Herz, Karo}, kénnen wir ein Kartenspiel
als die Menge F x S definieren.

Hier sieht man gut die Relevanz der Reihenfolge:

(7, Pik) und (Pik,7) mbégen zwar auf den ersten Blick die
“gleichen” Karten sein, aber tatsédchlich sind es Elemente
aus unterschiedlichen kartesischen Produkten.



* NxNogxB-=
{
(1,0, TRUE), (1,1, TRUE), . ..
(1,0, FALSE), (1,1, FALSE), . ..
(2,0, TRUE), (2,1, TRUE), . ..
(2,0, FALSE), (2,1, FALSE), ...
(3,0, TRUE), (3,1, TRUE), . ..
(3,0, FALSE), (3,1, FALSE), ...
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Relationen LMU

Definition (Relation)

Eine (n-stellige) Relation R ist eine Menge von n-Tupeln, d.h.
RC M x...x Mybzw. R € P(M;y x ... x Mp).

» Eine Relation ist also eine Teilmenge eines kartesischen
Produkts.

» Der Begriff “Relation” ist ein wichtiges Konzept in der
Informatik.

+ Mit Relationen lassen sich spezielle Beziehungen
zwischen verschiedenen Elementen der Mengen
ausdriicken.



Relationen LMU

Beispiel

Die ,kleiner*-Relation (a < b). Wir kénnen also z.B. schreiben:
<C N x N (definiert ,<*als Teilmenge von N x N) und es gilt
z.B. (1,2) e<und (2,1) ¢<.

* Eine (n-stellige) Relation R ist erfillt (oder wahr) fur alle
n-Tupel a mit a € R und nur far diese Tupel. Man schreibt
auch: Ra.

» Fir zweistellige Relationen schreibt man auch xRy (z.B.:
X < Y).



Eigenschaften zweistelliger Relationen LMU

SeiRC M x M (d.h. R € P(M x M)) eine zweistellige
Relation.

* Rist reflexiv, wenn fur alle x € M gilt: xRx.

* Rist symmetrisch, wenn fur alle x, y € M gilt: aus xRy
folgt yRx.

R ist antisymmetrisch, wenn fur alle x, y € M gilt: aus xRy
und yRx folgt x = y.

* Rist transitiv, wenn flr alle x, y, z € M gilt: aus xRy und
yRz folgt xRz.

R ist alternativ, wenn fUr alle x, y € M gilt: xRy oder yRx.



Aquivalenzrelation \M‘

Bestimmte Kombinationen von Eigenschaften qualifizieren eine
Relation zur Aquivalenzre/ation, durch die man definieren kann,
welche Elemente einer beliebigen Menge M ,gleich®
(aquivalent) sind:

Definition (Aquivalenzrelation)

Sei R € P(M x M). R ist eine Aquivalenzrelation, wenn R
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.



Aquivalenzrelation \M‘

Beispiele

» Das Gleichheitszeichen ,=" definiert eine
Aquivalenzrelation auf N bzw. N (und natiirlich auch auf
Z bzw. R), denn es gilt
Reflexiv: fir alle n € N gilt n=n
Symmetrisch: fur alle ny, n, € N gilt: aus ny = n» folgt

No =M
Transitiv: fir alle ny, no, n3 € N gilt: aus ny = no und no = n3
folgt ny = ng

Formalist ,=“ C N x N und es gilt:
u=“ = {(1 ) 1)) (27 2)7 (35 3)7 oo }



Aquivalenzrelation \M‘

» Wenn fur ein Kartenspiel F x S mit
S=1{7,8,9,10, Bube, Dame, Koenig, Ass} und
F = {Kreuz, Pik, Herz, Karo} beim Vergleich zweier Karten
die Farbe (F) keine Rolle spielt, sondern zwei Karten mit
dem gleichen Symbol (S) als gleich gelten, ist die
entsprechende Aquivalenzrelation:

{((fi,81),(f2,8)) |fi e F,he F,s1 € S, € S,51 =5}

(Dabei ist eine entsprechende Aquivalenzrelation auf S
angenommen, die wiederum mit =" bezeichnet wird).



Ordnungsrelationen \M‘

Bestimmte Kombinationen von Eigenschaften qualifizieren eine
Relation zur Ordnungsrelation, durch deren Anwendung man
beispielsweise eine Menge (oder auch Multimenge) sortieren
kdnnte:

Definition (Ordnungsrelation)
Sei R € P(M x M).

* R ist eine partielle Ordnung, wenn R reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist.

* R ist eine totale Ordnung, wenn R eine alternative partielle
Ordnung ist.



Ordnungsrelationen \M[

(Wenn eine Ordnung R € P(M x M) nicht total ist, dann gibt es
Elemente x, y € M, sodass das Paar (x, y) nicht in R ist; man
sagt: x und y sind nicht vergleichbar.)

Beispiele

» Auf den ganzen Zahlen gibt es die (totale)
Ordnungsrelation <e P(Z x Z) (“kleiner-gleich”).
Im Ubrigen ist “<” keine Ordnungsrelation (weder partiell
noch total), da nicht reflexiv.

« Sei M ={1,2,3}, dann ist
Rp = {(1 5 1)7 (2v 2)3 (37 3)5 (1 ) 2)’ (1 ; 3)}
eine partielle Ordnungsrelation (denn das Paar aus den
Elementen 2 und 3 ist in A, enthalten).



Funktionen (Abbildungen) \M‘

» Funktionen sind ein zentrales Konzept der
Programmierung, denn sie ermdglichen z.B. die
Abstraktion von (Teil-)Problemen.

» Eine Funktion ist eine Abbildung von einer Menge D auf
eine Menge B, wobei D = B gelten darf aber nicht muss.

* Bei D darf es sich auch um ein kartesisches Produkt aus n
Mengen handeln, in diesem Fall sprechen wir von einer
n-stelligen Funktion (der Spezialfall n = 1 ist uns vermutlich
aus der Schule vertraut).



Funktionen (Abbildungen) \M‘

Formal lassen sich Funktionen als spezielle Relationen
definieren:
Definition (Funktion)

Sei D = Dy x ... x Dp. Eine Funktion f ist eine 2-stellige Relation
f C D x B, fir die gilt: Aus (x, y) € fund (x,z) € f folgty = z,
d.h. einem Element x" aus D ist héchstens ein Element aus B
eindeutig zugeordnet.

Die Menge D heif3t Definitionsbereich von f.

Die Menge B heil3t Bildbereich von f.

"Vorsicht: x ist ein n-Tupel, also eigentlich (xi, ..., x»)



Funktionen (Abbildungen) \M‘

Nochmal zum Verstandnis:

» Wir haben f als spezielle Teilmenge von D x B definiert,
wobei D ein (beliebiges) Kreuzprodukt aus n Mengen sein
kann.

» Die Elemente aus f haben formal die Form
((X1, -+, Xn), ¥)
d.h. es handelt sich um zwei “geschachtelte”
Kreuzprodukte:
« Die erste Komponente von D x B, (x1, ..., X,) stammt aus
D = D;x,... x Dy, ist also ein n-Tupel.
+ Die zweite Komponente stammt aus B?.

2f(ir B kénnte man i.U. theoretisch auch ein Kreuzprodukt zulassen



Funktionen (Abbildungen) \M‘

» Funktionen sind also Relationen mit speziellen
Eigenschaften: sie stellen eine rechtseindeutige Beziehung
zwischen Definitionsbereich und Bildbereich dar.
Als Schreibweisen sind gebrauchlich (wir verwenden
wieder x anstelle von (xq, ..., X,) flr ein Element aus D):
e (x,y)ef
* y=1Hx)
c fx)=y
s fix—y
x € D hei3t auch Urbild.
y € B heif3t auch Bild.



Signatur von Funktionen \M‘

Da Funktionen spezielle Relationen sind, stammen sie aus
Wertebereichen, die Teilmengen der Wertebereiche
entsprechend strukturierter Relationen sind:

» Die Menge D — B ist die Menge aller Funktionen, die D
als Definitionsbereich und B als Bildbereich haben. D — B
enthalt als Elemente alle Mengen von Tupeln
(d, b) € (D x B), die Funktionen sind.

» Esqilt: D — B C P(D x B).

» Fir eine Funktion f € D — Bgilt: f C D x B.

» Man schreibt: f : D — B, d.h. f hat die Signatur D — B.

+ ,Signatur” ist ein zentrales Konzept in der Spezifikation von
Programmen (und beinhaltet neben Definitions- und
Bildbereich auch den Namen der Funktion).



Eigenschaften von Funktionen LMU

e Eine Funktion f : D — Bist

* total, wenn es fir jedes x € D ein Paar (x, y) € f gibt
(andernfalls ist f partiell);

* surjektiv, wenn es zu jedem y € B mindestens ein Paar
(x,y) € f gibt
(jedes Bild hat mindestens ein Urbild);

* Injektiv, wenn es zu jedem y € B hdchstens ein Paar
(x,y) € f gibt
(jedes Bild hat héchstens ein Urbild);

* bijektiv (eindeutig), wenn f zugleich surjektiv und injektiv ist
(jedes Bild hat genau ein Urbild).



 Vorsicht: Wenn ein Mathematiker nicht angibt, ob eine
Funktion total oder partiell ist, meint er in der Regel eine
totale Funktion. Far einen Informatiker ist die partielle
Funktion der Normalfall.
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Stelligkeit von Funktionen LMU

 Die Stelligkeit einer Funktion ergibt sich aus dem Aufbau
ihres Definitionsbereichs D

+ Eine Funktion mit der Signatur f : Dy x ... x D, — B ist
n-stellig.

» Dabeiist n € Ny, d.h. auch n =0 ist zulassig (in diesem
Fall ist die Signatur f : ) — B).

* 0O-stellige Funktionen sind konstante Funktionen, kurz
Konstanten, fir jeweils einen Wert aus B, d.h. jeder Wert b
aus B (b € B) kann als 0-stellige Funktion b: ) — B
aufgefasst werden.



Funktionen LMU

Beispiele

« Die Funktion 1 : ) — N die das leere Tupel auf 1 € N
abbildet, d.h. () — 1, ist eine Konstante und kann als das
Element 1 € N “interpretiert” werden.

(Analoges qilt fur alle Elemente in N, Ny, 7Z, etc.).

* Also kann auch TRUE : () — B als das Element TRUE € B
interpretiert werden und FALSE : () — B entsprechend fiir
das Element FALSE € B.



Funktionen

 Die Funktion ID : M — M mit x — x (x € M) heil3t
Identitdtsabbildung.
Z.B.fur M ={a, b} gilt a— aund b+ b, d.h. in
,Relationenschreibweise” ware ID(, py = {(a, a), (b, b)}
bzw. in ,Funktionsschreibweise” wéare ID(a) = a und
ID(b) = b.

 Die Funktion + : Ng x Ny — N definiert die Addition
zweier Elemente (Zahlen) aus Ny.
Z.B. gilt (12,44) — 56 und (27, 33) — 60.

my



Funktionen LMU

 Die Funktion abs : Z — Ny definiert den Absolutbetrag
einer ganzen Zahl.
ZB.git —12—12und 12 — 12.

* Die Funktion ggt : N x N — N ,berechnet“ den kleinsten
gemeinsamen Teiler zweier natdrlicher Zahlen.
Z.B. qilt (12,44) — 4 und (27,33) — 3.

» Die Quadratwurzel-Operation ,/: R — R ist ein Beispiel
fir eine partielle Funktion, denn die Funktion ist nur fir
reelle Zahlen x > 0 definiert.

Z.B. gilt (25.0) — 5.0 aber fur —13.0 gibt es kein Bild, d.h.
v/—13.0 ist undefiniert.



* Die Funktion summe : Ng — N ist definiert als
n—0+1424+...4n.

n
Wir schreiben auch >,/ oder Y i anstatt
summe(n).

Es gilt z.B.
« summe(0) = > 1, i=0
« summe(1)=> 1, i=0+1=1
« summe(5)=>1,i=0+1+2+3+4+5=15

Peer Kroger: EiP (WS 18/19) — Teil 2: Mathematische Grundlagen — 2. Relationen und Abbildungen



Komposition von (totalen) Funktionen LMU

« Gegeben seien totale® Abbildungen
fi iMy = Ny,....fh: My— N, mitne N

g: Ny x...xNy— N.

o Flrx; € My, ..., xp € My qilt
fi(xy) € Ni,..., fa(xn) € Np.

» Diese Werte kénnen als Argumente in g eingesetzt werden
und man erhalt die Komposition

g(fi(x1), ..., fn(Xn))

3Es ginge auch mit partiellen Abb., ist aber etwas komplizierter



Komposition von (totalen) Funktionen LMU

+ Die dadurch beschriebene Zuordnung

(X1, Xn) = g(f1(X9), ..., fa(Xn))

definiert somit eine totale Abbildung M; x ... x M, — N.

+ Die Komposition erlaubt uns, tberall dort, wo ein Element
der Menge M in der Signatur einer Funktion g ,gefordert"
wird, stattdessen die Anwendung einer Funktion f zu
,~verwenden“, solange f den Bildbereich M hat.

« Offenbar kann man mittels Komposition beliebig viele
Funktionen verschachteln.



Komposition von (totalen) Funktionen LMU

Beispiele

* In der Addition auf den ganzen Zahlen + : 7Z x 7Z — 7 kann
an der ersten Stelle statt eines Elements aus Z z.B.
wiederum eine Addition stehen. Man erhalt eine Abbildung
(Z x Z) x Z — 7 mit

(X, y,2) =~ (x+y)+z

» Durch die Komposition der oben genannten Funktionen
abs:7 — Nund + :IN x N — N kann man z.B. ein
Funktion absSum : Z x Z — N erhalten mit

(x,y) — abs(x) + abs(y)



Komposition von (totalen) Funktionen LMU

« Man kann i.U. auch den ,Term* ,1+2“ als Komposition
von folgenden Funktionen auffassen:

*1:0—>N

+2:) >N

* +:NxN-—-N
denn 1 + 2 steht ja fur: +(1,2) und 1 sowie 2 sind
Funktionen ohne Argumente (Konstanten).
Diesen ,Kniff* werden wir uns spater noch zu Nutze
machen.



Nocheinmal: Schreibweisen LMU

 Die Notation f(x1, ..., X»), die die “Anwendung” von f auf
die Argumente x1, ..., X, beschreibt, nennen wir
Funktionsschreibweise.

* Bei 2-stelligen Funktionen verwendet man haufig auch die
Infixschreibweise x; fxo.
Beispiel: 17 + 8 statt +(17, 8) fur die Addition.

+ Bei 1-stelligen Funktionen verwendet man gerne die
Préfixschreibweise fx;.
Beispiel: log 13 statt log(13) fur die Logarithmusfunktion.
» Manchmal ist jedoch auch die Postfixschreibweise
X1 ... Xpf gebrauchlich.
Beispiel: 21! statt (21) fur die Fakultatsfunktion.



Bemerkung: In der Mathematik gibt es Schreibweisen, die sich
nicht direkt einer dieser Schreibweisen unterordnen lassen,
z.B.

v/x (Quadratwurzel)
xY (Potenzierung)

§ (Division)
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Pradikate LMU

Definition (Pradikat)
Ein Pradikat ist eine Funktion aus D — B.

» Jede Relation R C D =M, x ... x M, kann als Pradikat
D — B aufgefasst werden, mit (xq, ..., xn) — TRUE genau
dann wenn (xi,...,Xn) € R.

« So ist z.B. die Aquivalenzrelation = : Z x Z das
Gleichheits-Pradikat = : Z x Z — B und es gilt z.B.
=(—321,-321) — TRUE und = (—321,3) — FALSE

» Wir lassen als Schreibweise ,= TRUE" meist weg und

verwenden bei 2-stelligen Pradikaten die Infixschreibweise,
also z.B. —321 = —321.



Pradikate LMU

Beispiele

« Die Ordnungs- und Aquivalenzrelationen von oben kénnen
wie erwahnt alle als Pradikate aufgefasst werden, z.B.
=: MxM—-BmitMe {N,Ny,Z,R,...}
z.B.(2,2) — TRUE,d.h.2 =2und (2,3) — FALSE
<:MxM—BmitMe {N,Ng,Z,R,...}
und z.B. (2,3) — TRUE, d.h.2 <3 und (2,2) — FALSE

» Ungleichheitspradikat:
#: MxM—BmitMe {N,Ng,Z,R,...}
z.B.(3,2) — TRUE, d.h. 3 #2und (2,2) — FALSE



Pradikate LMU

 Das Pradikat ,teilt* | : N x No — B mit (x, y) — TRUE
genau dann wenn y (ganzzahlig) teilbar durch x ist.
Oder etwas formaler und in Infixschreibweise:

X|y genau dann wenn es ein z € Ng gibt mit y = x - z.

Z.B. qilt 3|6 — TRUE (es gibt ein k € Ny mit 6 = k - 3,
namlich k = 2)

und 3|0 — TRUE (es gibt ein k € Ny mit 0 = k - 3, ndmlich
k =0).

Dagegen 7|8 — FALSE (es gibt kein k € No mit 8 = k - 7).



Folgen LMU

» Bei Mengen und Multimengen spielt wie besprochen die
Reihenfolge der Elemente keine Rolle.

« Wenn aber die Reihenfolge wichtig ist, bendtigt man
andere Konzepte, wie z.B. das der Folgen, die eine
sequentielle Reihenfolge von Elementen modelliert
(mehrfaches Auftreten eines Elements spielt dabei auch
ein Rolle, d.h. Folgen sind spezielle Multimengen).



Definition (Folge)
Eine Folge (x4, ..., Xn) der Ldnge n Uber die Elemente einer
Menge M (d.h. x; € M) ist ein n-Tupel von Werten aus M, d.h.

(X1,...,Xn) € M".

Eine Folge x € M° der Ldnge n = 0 wird leere Folge genannt.
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Folgen

Beispiele

« Sei My = {1,2}. Es gilt
* x14 = (1) ist eine Folge Uber M,
* x10=(1,1,1,1,2,2,1,2,1) ist eine Folge Uber M,
* X153 = () ist eine Folge Uber My (die leere Folge)
« SeiM,={A B,C,...X,Y,Z}. Esqilt
* Xo1=(M,A T,H E,M, A, T,I K) ist eine Folge Uber M
* Xoo = (B) ist eine Folge Uber M,
* X053 = () ist eine Folge Uber M, (die leere Folge)

my



Folgen LMU

» Die Menge aller nicht-leeren Folgen Gber M wird meist mit
M =M UMPUMRU. ..

bezeichnet.

» Die Menge aller Folgen (auch leerer) Uber M ist dann

M= = M° U M*.

Die Lénge einer Folge x wird auch mit |x| bezeichnet.

Ist x eine Folge Uber M, so wird M auch als Grundmenge
von x bezeichnet.



Beispiele von vorher:

+ Sei wiederum M; = {1,2}. Es gilt
« x41 = (1) € (My)', also [x14] =1
s x1p=(1,1,1,1,2,2,1,2,1) € (My)?, also |xq»| =9
* X153 = () € (M;)° (die leere Folge mit |x;3| = 0)

» Seiwiederum M, = {A,B,C,...X,Y,Z}. Esgilt
o Xo1 = (M,A T,H E,M AT, IK)c (M)
* X220 =(B,C,A) € (Mp)®
* X253 = () € (Mp)° (die leere Folge)
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Folgen: Projektion \M‘

Definition (Projektion)
Die Projektion
7 M x I, — M.

bildet eine Folge x = (x1,...,Xn) der Ldnge n und ein i

(1 < i < n) auf die i-te Komponente x; der Folge ab. Die Menge
In = Iy = {ili € N und1 < i< n} hei3t Indexmenge (von x).
Beispiel

Sei M =Ngund x = (4,5,6) Damit ist /\X| == {1,2,3}

m(x,1) =4, n(x,2)=5, w(x,3)=86.



Folgen: Konkatenation \M‘

« Offensichtlich ist auch x = (7(x, 1),...,7(x, |x|)) eine
alternative Schreibweise fir eine Folge x.

» Diese Schreibweise ist zwar auf den ersten Blick vielleicht
etwas umstandlich, wir kbnnen damit aber eine weitere
nutzliche Operation auf Folgen definieren: die
Konkatenation, die zwei Folgen zu einer “grof3en” Folge
verschmelzt.



Folgen: Konkatenation \M‘

Definition (Konkatenation)

Die Konkatenation o : M" x M™ — M™™ konkateniert zwei
Folgen beliebiger Lénge (aber selber Grundmenge M)
miteinander:

xoy=(m(x,1),....7(x, |x[), 7(y,1),...,7(y, |y]),
oder anders ausgedrtickt:

(X, 1) far1 <i<|x|
(y, i —|x|) far (x| +1 <i<|x|+|y]

m((xoy),i) = {

Es gl/t /\Xoy| = I|X\+|y\ 5



Beispiel
Sei M =Npund x =(7,0,3,18), y = (21,3,7), dann ist

Xoy (m(x,1),m(x,2),7(x,3), 7(x,4),
7T(.y75 —4),71'(}/,6—4),71'(}/,7—4))

(7,0,3,18,21,3,7).
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