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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion”

» Ein fundamentales mathematisches Beweisprinzip ist die vollstdndige
Induktion:
» Seip: Ny — B ein totales Pradikat.
» Falls gilt
1. pgilt fir n = 0, d.h. p(0) (Induktionsanfang) und

2. fur beliebiges n € Ny gilt der Induktionsschluss:
“Falls p(n) (Induktionsvoraussetzung), dann p(n + 1).”

dann: p(n) fir alle n € Ny.
» Die vollstandige Induktion (“nach n”) ermdglicht es zu beweisen, dass

“ 9

eine Aussage (“p”) fur alle n € Ny gilt.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion”
Beispiel:
» Seip: Ny — B mit

o x- 1 —_— R
> pixi= (Zi, %), oder in Infixschreibweise:
i=0

X . 1
>p:xl—>2i=#.
i=0

> Zu beweisen: Gultigkeit von p(x) fir alle x € Ny, d.h. p(x) — TRUE fir alle
x € Np.

» Fir einen Induktionsbeweis miissen wir die beiden
Beweisverpflichtungen der vorherigen Folie abarbeiten:

1. Wir missen zeigen, dass p(0) gilt (Induktionsanfang)
2. Wir mlssen zeigen, dass fir beliebiges n € Ny aus p(n) auch p(n +/1) folgt

(Induktionsschluss). LMu
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion”

» Zu 1. (Induktionsanfang):
> Zu zeigen, dass p(0), d.h. 320 i = mH)
> Z?:o i=0
b 00D g
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion”

» Zu 2. (Induktionsschluss): Wir kénnen fUr n € Ng als
Induktionsvoraussetzung p(n), d.h. > i = ““FD annehmen.

» Zu zeigen ist die Giiltigkeit von p(n + 1), d.h. z;:(} iR UMD
S i=0+ 14t () =it (k1)

(Jetzt IV anwenden: p(n),d.h. >0 ji="% ”“> einsetzen)

:errH—l

_ n(n+D)42-(n+1) _ (n+1)-(n+2)
- 2 u 2

1)- 141
:(n+)(2n++) v
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Induktive Definition der Menge Ny

» Warum ist dieses Beweisprinzip glltig?

D.h., wie kann man sicher sein, dass p fur alle Zahlen aus Ny gilt, wenn
p(0) gilt und man fir ein beliebiges festes n € Ny von p(n) auf p(n + 1)
schlieBen kann?

» Das folgt aus dem (induktiven) Aufbau der Menge IN:
Die Menge N, lasst sich durch folgende Regeln induktiv definieren:
1. 0 € Ny
2. Istn € Ny, dannist auch n + 1 € Ny.

3. AuBer den Elementen gemai Regeln 1 und 2 enthalt Ny keine weiteren
Objekte.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Aufbau der Menge N,

» Die Elemente der Menge N, werden gemas dieser induktiven Definition
der Reihe nach “konstruiert”:

» Zunéachst wird 0 gemafl Regel 1 als Element von N, festgelegt.
» Wegen Regel 2 istdann 0 4+ 1 = 1 Element von No.
» Erneute Anwendung von Regel 2 ergibt 1 + 1 = 2 als Element von IN, usw.

> “n+ 1”7 kénnen wir auch die Nachfolger-Funktion nennen:

successor : INo— Ny

mit n—n+1

» Jede Zahl aus N, wird erzeugt durch endlich-oft-malige Anwendung von
successor auf 0, z.B.:

3 = successor(successor(successor(0))), also gilt: 3 € Ny

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Zusammenhang zwischen “Vollstandiger Induktion”

und “Induktiver Definition”

» Dieser “induktive Aufbau” der Menge N, ist der Grund fir die Gultigkeit
des Beweisprinzips der vollstandigen Induktion.

» Das Prinzip der vollstédndigen Induktion vollzieht genau diesen
Erzeugungsmechanismus der Menge N, nach:

» Der Induktionsanfang verifiziert p(0).

» Mit dem Induktionsschluss, angewendet auf n = 0, erhalt man p(0 + 1), d.h.
p(1).

» Mit einem weiteren Induktionsschluss, angewendet auf n = 1, erhalt man
p(1+1),d.h.p(2)

> USW.

» Da Ny nur Elemente enthalt, die gemaf der induktiven Definition von INg

konstruiert sind, gilt dann also p tatsachlich fiir alle Zahlen aus INy.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Zusammenhang zwischen “Vollstandiger Induktion”
und “Induktiver Definition”

» Selbstverstandlich ist auch die Menge N induktiv aufgebaut, d.h. die
Menge N Iasst sich analog durch folgende Regeln induktiv definieren:
1. 1eN
2. Istn € N,dannistauchn+1 € N.
3. AuBer den Elementen gemé&n Regeln 1 und 2 enthélt N keine weiteren
Objekte.

» Damit funktioniert das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion auch
analog fur Pradikate p : N — B Uber N. Induktionsanfang ist dann p(1).

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion”
Beispiel:

» Wir definieren zunachst folgendes Pradikat Gber N:
Sei | : N x N — B mit|: (x,y) — TRUE genau dann wenn “x durch y
teilbar ist", d.h. wenn es ein k € Ny gibt mitx =k - y.

» Wir schreiben | in Infixschreibweise, also n|m ergibt TRUE gdw. n durch m
teilbar ist.

» Z.B.
6|3 — TRUE, da es ein k € N gibt mit 6 = k - 3 (n&mlich k = 2)

8|7 — FALSE (es gibtkeink e Nmit8 =k -7)

» Seip(x): N — B mitx+— (x* —x)|3, d.h. “(x* — x) ist teilbar durch 3-fir

alle x € N”.
LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beweisprinzip der “vollstandigen Induktion”
Zeige: p(n) firr alle n € IN durch Induktion nach n:
» Induktionsanfang: zu zeigen, dass p(1), d.h. 13 — 1.
13— 1 =0und 0 ist durch 3 teilbar. /

» Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung (IV): p(n), d.h. n* — n ist durch 3 teilbar.
Zeige: p(n+ 1), d.h. (n+1)> — (n+ 1) ist durch 3 teilbar.

n+1P—m+1)=r*+3n>+3n+1-n-1
= —n)+Gr*+3n) =0 —n)+3n-(n+1)

Dieser Ausdruck ist durch 3 teilbar, wenn die beiden Summanden durch 3 teilbar sind 2.

Nach IV ist p(n), d.h. n* — n ist durch 3 teilbar. 3n - (n + 1) ist offensichtlich ebenfalls durch 3
teilbar. /
2Wirklich???
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Definition von Abbildungen

» Eine weitere Konsequenz der induktiven Definition von Ny ist, dass wir
nun Abbildungen auf IN, rekursiv definieren kénnen.
» Die rekursive Definition einer Funktion f mit Definitionsbereich IN,
bedeutet intuitiv:
> f(0) wird explizit festgelegt.
> f(n+1) fir ein beliebiges n € Ny wird auf f(n) “zuriickgefihrt”, d.h. in
Abhangigkeit von f(n) definiert.
» Die Werte der Funktion £(0), f(1), f(2) usw. sind dann wie oben erzeugbar,
was f(m) fur alle m € Ny festlegt.
» Sprechweise: Induktive und rekursive Definitionen sehen sich sehr
ahnlich. Wir sagen im Folgenden:
» Mengen werden induktiv definiert.

» Abbildungen werden rekursiv definiert.
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beispiel: Fakultats-Funktion

» Die Fakultats-Funktion ! : Ny — Ny ist rekursiv definiert wie folgt:
» 0l=1
» (n+D)=m+1) (n)
» Oft wird dquivalent statt der Rickfihrung von n + 1 auf n der Fall n # 0
auf n — 1 zurickgefihrt:

1, falls n = 0,
n! =
n-(n—1)! sonst.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Beispiel: Summen-Formel

» Die Summenformel aus dem obigen Beispiel zum Beweis durch
vollstandige Induktion Iasst sich ebenfalls rekursiv definieren:

0, fallsn =0,
— > i+n sonst.
i=0

» Das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion eignet sich besonders gut,
wenn in der zu beweisenden Aussage rekursiv definierte (oder
definierbare) Abbildungen auftreten.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Induktive Definition von Mengen

» Nicht nur Ny und IN kénnen induktiv definiert werden.
» Das Prinzip der induktiven Definition a3t sich leicht verallgemeinern.

» Eine Menge M a3t sich induktiv definieren durch:

1. gewisse Elemente von M werden explizit angegeben;
2. eine oder mehrere Regeln zur Erzeugung weiterer Elemente von M aus
schon vorhandenen Elementen aus M.

» FUr induktiv definierte Mengen gilt analog das Beweisprinzip der

(strukturellen) Induktion und die Méglichkeit der rekursiven
Funktionsdefinitionen.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Induktive Definition von Folgen

» Folgen haben wir oben als n-Tupel definiert, also als Elemente aus M*.

» Hierbei gilt offensichtlich, dass eine Folge der Lédnge 1 (a) € M mit ihrem
einzigen Element a € M identisch ist.

» Unter Ausnutzung dieser Eigenschaft kénnen wir Folgen auch induktiv
definieren.

» Hilfsfunktionen hierzu ermdglichen das Anfligen eines Elementes a € M
an eine Folge x € M*:

postfix : M* x M — M*

mit postfix(x,a) = x o (a)

» oder analog das Anfligen einer Folge x € M* an ein Element a € M:

prefix : M x M* — M*

LMU

mit prefix(a,x) = (a) ox
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Induktive Definition von Folgen

» Damit kann eine Folge x € M*,x = (xy,...,x,) schrittweise aufgebaut
werden, d.h. die beiden Hilfsfunktionen werden zur Erzeugung neuer
Folgen verwendet.

» Ausgehend von der leeren Folge () werden die Elemente xi, x,, .. ., x,
angefigt:

x = postfix(...postfix(postfix((), x1),%2), - - -, Xn)

Oo(x)o(x)o...o(xm)
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Induktive Definition von Folgen
Induktive Definition von M*:

1. ()em*

2. Istx € M* und a € M, dann ist postfix(x,a) € M*.

Analoge Definition unter Verwendung von prefix:
1. () em*
2. Ista € M und x € M*, dann ist prefix(a,x) € M*.

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Funktionen Gber Folgen

» Da nun Folgen induktiv definiert sind, kbnnen wir rekursive Abbildungen
Uber Folgen sehr einfach definieren.
» Eine Abbildung auf das erste Element einer nicht-leeren Folge
first : M+ — M mit
first(prefix(a,x)) = a
ist zundchst nicht explizit rekursiv definiert, macht sich aber den
induktiven Aufbau von Mx bzw. M* zu Nutze.
» Analoges gilt fir die Abbildung auf den Rest einer nicht-leeren Folge
rest : Mt — M* mit
rest(prefix(a,x)) = x

» Die Bedeutung dieser Funktionen ist offensichtlich. Fir eine nicht leere

Folge (xi,...,x,) # () gilt:

Sirst(x1, X2, ..., X,) = X

LMU

rest(xy, X2, ...y Xy) = (X2, ., Xy)
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Funktionen Gber Folgen

Die Projektion auf Folgen
T:M'x1I,— M.

mit 7(x, i) = x; kbnnen wir nun rekursiv definieren, z.B.:

w(rest(x),i — 1) sonst.

m(x, i) = { first(x), fallsi =1,

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Verallgemeinerung

» Die induktive Struktur von Folgen lasst sich leicht verallgemeinern.
» Jede nicht-leere Folge ist zusammengesetzt aus einem Element a € M
und einer anderen Folge x:

y = prefix(a, x)

» Abstrahiert von der konkreten Funktion prefix (“der
Erzeugungsmechanismus”), ist y durch das Paar (a, x) bestimmt, wobei x
selbst wieder auf analoge Weise (wie y) bestimmt ist.

» Eine Verallgemeinerung kann darin bestehen, dass wir Objekte
einfihren, die aus einem Element a und mehreren “Resten” bestehen,
z.B. zwei Resten x und y statt aus nur einem, d.h. “der
Erzeugungsmechanismus héngt zwei Reste an":

(a,x,y)
» Hierbei gilt induktiv, dass die “Reste” x und y selbst von der gleich{riwu

sind.
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Binarbaume

» Solche Objekte “mit zwei Resten” heiBen Bindrbdume (iber M).
» Analog zu den Folgen lassen wir den leeren Baum zu, den wir mit e
bezeichnen.
» Induktive Definition der Menge binarytreey, der Bindrbdume Uber M:
1. € € binarytreey
2. Wenn a € M und x,y € binarytreey, dannist (a, x,y) € binarytreey.
» Hierbei heit a Wurzel, x linker Teilbaum, y rechter Teilbaum eines
Binarbaumes (a, x,y).
» Ein Bindrbaum der Gestalt (a, ¢, ) hei3t Blatt (des Baumes).
» Ein von ¢ verschiedener Bindrbaum heif3t nicht-leer.
» Es ist auch Oblich, Baume graphisch darzustellen. Die kanonische
Darstellung fir (a, x, y) ist:

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Binarbaume
» Beispiel: Das Objekt
(7,(3,,(3,¢,¢)),(2,(5,€,2), (7, (1,¢,€),€)))

ist ein Binarbaum Utber Nj.
» Graphisch:

» Die Wurzel des Baumes und die Wurzeln von Teilbaumen (linker bzw.
rechter Unterbaum) sind Knoten. LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Funktionen Uber Binarbaume

» Entsprechend der induktiven Definition lassen sich auch leicht wieder
rekursive Funktionen tber Bindrbdumen definieren, die auf die einzelnen
Elemente zugreifen.

» Folgende Funktionen sind wiederum nicht explizit rekursiv definiert,
nutzen aber den induktiven Aufbau aus:

> root : binarytreey \ {e} = M
mit root(a,x,y) = a

> left : binarytreey \ {€} — binarytreey
mit left(a,x,y) = x

> right : binarytreey \ {€} — binarytreey
mit right(a, x,y) =y

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Funktionen Uber Binarbaume

Damit kénnen wir z.B. die Anzahl der Knoten rekursiv bestimmen:

nodes : binarytreey; — Ny

nodes(z) = 0, falls z = ¢,
| 1+ nodes(left(z)) + nodes(right(z)) sonst.

BeiSpie|5 Seiz = (7, (37‘57 (37578))’ (27 (57575)7 (77 (175’8)78))))

z:=left(z) zpi=right(z)

nodes(z) = 1 + nodes(z;) + nodes(z,), da z # ¢

mit

z=03,_¢ ,3,g,¢)) und z,=(2,(5¢¢),(7,(1,¢¢),¢)))
N~ N — —_—— — ———

lefi(z1)  right(z) left(zr) right(z) LMU

Peer Kréger (LMU Miinchen) Einflihrung in die Programmierung WS 14/15 96 /179



Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Funktionen Uber Binarbaume

nodes(z;) = nodes((3, e ,(3,e,¢))) = 1 + nodes(left(z)) +nodes(right(z,))
~~ —_————

left(z) right(z;) =0 (da left(z1)=¢)

= 140+ nodes((3,¢,£)) = 1+ 0+ 1 +nodes(c) + nodes(e) = 1+0+14+04+0=2

nodes(z,) =

= nodes((2, (5,¢,¢),(7,(1,e,€),€))) = 1 + nodes((5,¢,¢)) + nodes((7, (1,¢,¢),¢))

= 1+ 1+ nodes(e) + nodes(g) + 1 + nodes((1,¢,¢)) + nodes(c)

=14+1404+0+14+14+04+0+0=4 LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Rekursive Funktionen Uber Binarbaume

Insgesamt:
nodes(zj) =2 und  nodes(z,) =4

d.h.

nodes(z) = 1 + nodes(z;) + nodes(z,) =1+2+4=17

LMU
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Mathematische Grundlagen Induktion und Rekursion

Schlussbemerkung

» Ein Binarbaum besteht letztlich aus der Multimenge seiner Knoten.
» Auch Folgen bestehen aus der Multimenge ihrer Elemente.

» In beiden Féllen sind die Multimengen in bestimmter Weise angeordnet.
Dadurch enthalten sowohl Folgen als auch B&dume mehr Information als
die Multimengen ihrer Elemente bzw. Knoten.

» Bei Folgen sind die Elemente /inear angeordnet.
» Baume beschreiben eine verzweigte Struktur der Elemente.

» Wie vorher angedeutet kdnnen wir natdrlich nicht nur zwei Reste
anhangen, sondern generell n € N:

(@,x1,...,%,)

Diese Objekte hei3en n-are Baume, jeder Knoten hat n TeilbAume-{(n
heiBt in diesem Kontext auch (Verzweigungs-)Grad, engl. fanout).
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Mathematische Grundlagen Boolsche Algebra

Die Menge B

» Die Menge B = {TRUE, FALSE} der boolschen Werte wurde bereits
erwahnt

v

Wegen der haufigen Verwendung dieser Menge in der Informatik
betrachten wir sie noch etwas genauer

v

Die wichtigsten Operationen auf B sind sog. innere Operationen, d.h. der
Definitions- und Bildbereich ist immer B” bzw. B

(Man sagt auch, B ist abgeschlossen (iber diesen Operationen; die
Abgeschlossenheit der Operatoren ist eine wesentliche Eigenschaft einer
Algebra)

Sie lassen sich wegen der Endlichkeit von Definitions- und Bildbereich
explizit angeben.

v

v

Die Angabe erfolgt mit Hilfe von Wahrheitstafeln

LMU
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Mathematische Grundlagen Boolsche Algebra

Operationen auf B

» Negation: =: B — B X —x
TRUE | FALSE
FALSE | TRUE

» Konjunktion: A : B x B — B e y XAy
TRUE | TRUE | TRUE
TRUE | FALSE | FALSE
FALSE | TRUE | FALSE
FALSE | FALSE | FALSE

» Disjunktion: v : B x B — B . y xVy
TRUE | TRUE | TRUE
TRUE | FALSE | TRUE
FALSE | TRUE | TRUE
FALSE | FALSE | FALSE

Peer Kréger (LMU Miinchen)
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Mathematische Grundlagen Boolsche Algebra

Rechenregeln, Wahrheitstafeln

» Einige Rechenregeln (x,y,z € B)
» Kommutativ-Gesetze
XANy=yAx
xVy=yVx
» Assoziativ-Gesetze
xAN(YAZ)=(EAY) Az
xV(yVz)=@xVy Vz
» Distributiv-Gesetze:
xA(yVz)=xAy)V(xAz)
xV(yAz)=(xVy)A(xVz)
» Diese Gesetze lassen sich am einfachsten mittels Wahrheitstafeln
beweisen, z.B.

X ‘ y ‘ XNy ‘ YAX

TRUE TRUE TRUE TRUE
TRUE | FALSE | FALSE | FALSE

FALSE | TRUE | FALSE | FALSE LMU
FALSE | FALSE | FALSE | FALSE
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